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［解析不等式研究］ 

 
有关Gamma函数的二个不等式 

 
张小明 

(浙江海宁电大314400) 
 

摘要:关于此函数的凸性的研究是比较多的,[2][4]曾研究了它的几何凸性,本文将继续它们的工作,得到
了二个较漂亮的不等式． 

关键词:Gamma函数,不等式,几何凸性 
 
 

Gamma函数定义为 
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本文都在实数范围内讨论,要用到有关它的恒等式 
)()1( xxx Γ=+Γ  ,                         （2） 

其中 0>x ,又Gamma函数在 ],0( 0α 上递减,在 ),[ 0 +∞α 为递增（ 0α 大约为 1.46）,以上这一些都出

自文献[1]．关于此函数的凸性的研究是比较多的,[2][4]曾研究了它的几何凸性,本文将继续它们的工作,
得到了二个较漂亮的不等式． 

下面给出有关几何凸函数的定义． 
定义 1  设 : (0, ) (0, )f I ⊆ +∞ → +∞ 上有定义且连续 ,如果存在自然数 2≥n ,对于任一

1 2, , , ,nx x x I∈L 和 1 2, , , 0,nλ λ λ >L 满足 1 2 1nλ λ λ+ + + =L 时,有 

(ⅰ) .)()()( 2121 xfxfxxf ≤                    (3) 

(ⅱ) )()()()( 2121
21 nn xfxfxfxxxf nn λλλλλλ LL ≤           (4) 

之一成立,则称那么称 ( )f x 在I 上是几何凸函数；若不等式之一反向,称 ( )f x 在 I 上是几何凹函数． 
下引理１由[2][3]得到的,引理2为[4]的第二章定理5.3．引理3为[4]的第二章定理7.1． 

引理１  设 ),,0(),(:),,0(),( +∞→+∞⊂ bafba f 为二阶可导． 

（ⅰ）若有 ,0)(')(]))('()(")([ 2 ≥+− xfxfxfxfxfx 则 f 为几何凸函数,反之亦然． 

（ⅱ）若有 ,0)(')(]))('()(")([ 2 ≤+− xfxfxfxfxfx 则 f 为几何凹函数,反之亦然． 

引 理 2 设 函 数 项 无 穷 乘 积 )()(
1

xfxf i
i
∏
+∞

=

= 在 ),0[ +∞⊆I 上 收 敛 , 且 f 为 连

续, ),2,1)(( L=nxf n 为几何凸（凹）函数,则 f 在 I 上也为几何凸（凹）函数． 

引理3   )(xΓ 在 ),
4
1

[ +∞ 上为几何凸函数． 

又[５]的第390页中指出, )(xΓ 在 ),0( +∞ 上为对数凸函数,因此有以下这个重要的不等式． 

引理４ 设 ),0( +∞∈ix ,则有 
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其中(6)式和(9)式利用了(2)式,(7)利用引理 3 和(4)式的
nn
1

21 =+++ λλλ L 情形,(8)式利用

Gamma函数在 ],0( 0α 上递减这个性质,命题得证． 

在定理１的条件下,定理的结果比经典的(5)式明显强． 

定理２ 函数 )(2 xx Γ− 在 )
5
1

,0( 上是几何凹函数． 
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为几何凹的,又
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证明 与定理１的证明相同有 
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同时又由定理2有 

),(2)(22)(2)(22)()( 2)(22 2

xyxyyxyx yxxyyxyxyx Γ=Γ≤ΓΓ=ΓΓ −−+−−+  

至此定理得证． 
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控制不等式定义的扩展 
   李世杰     

(浙江省衢州市教育局教研室324002) 
 

众所周知,控制理论与凸函数结合后,在不等式研究中发挥了巨大的作用．如果我们能够将控制不等式
的定义进行扩展,可能会带来惊人的结果． 

通常的控制不等式定义是（实际上是“和”控,下面简称为原始定义）: 

设 ),,,( 21 nxxxx L= , ),,,( 21 nyyyy L= , yx, 表 示 n 维 欧 氏 空 间  nR 的 点 , 其 中

, [ , ], 1,2, ,i ix y a b i n∈ = L , 把 yx, 的分量按递减顺序重排后记作 : ),,,( ][]2[]1[ nxxxx L=↓ ,    

),,,( ][]2[]1[ nyyyy L=↓ ． 

若 yx, 满足 

1) )1,,2,1(
1

][
1

][ −=≤ ∑∑
==

nkyx
k

i
i

k

i
i L ,        

2) ∑
=

n

i
ix

1
][ =∑

=

n

i
iy

1
][ , 

则称x被 y 所控制,记作 yx ≺ ．如果 yx ≺ 但非 y 的重排,则称x被 y 严格控制,记作: yx ≺≺ ． 

类似于上述“和控”的定义,笔者在1999年[1]提出“积控”的定义: 
若分量都为正数的 yx, nR∈ ,且满足 
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则称x被 y 积控,记作 yx ≺ （积）．并得到了一系列的不等式[1],如: 

定理1  （积控不等式）设 yx, nR∈ ,则 yx ≺ （积）的充要条件是对任意的几何凸函数 )(xg ,都有

∏
=

n

i
ixg

1

)( ≤∏
=

n

i
iyg

1

)( ．    

    最近看了张小明先生的大作[6],方知在[2]、[3]中采用的是“对数控制”这一提法,它们是在“和控”的定
义的基础上提出的,“对数控制”与“积控”二者本质上是一致的． 

笔者下面再提出几种新的控制方式,它们扩展了控制不等式的原始定义．但限于水平,不妥之处难免,
欢迎行家们批评指正: 

 
一、复合控制定义  
设 )(xf 、 )( yg 是给定的两个函数, ),,,( 21 nxxxx L= , ),,,( 21 nyyyy L= , yx, 表示n 维欧氏空

间  nR 的 点 , 其 中 , [ , ], 1,2, ,i ix y a b i n∈ = L , 把 yx, 的 分 量 按 递 减 顺 序 重 排 后 记

作: ),,,( ][]2[]1[ nxxxx L=↓ , ),,,( ][]2[]1[ nyyyy L=↓ ．若 yx, 的分量满足 

1) )1,,2,1()()(
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则称 )(xf 被 )( yg 复合控制,记作 ( ) ( )f x g y≺ ． 

   复合控制的例子是大量存在的,如 )(xf 、 )( yg 相同的例子: 
    (1)当 ckxxgxf +== )()( 时, yx ≺ ⇔ ( ) ( )f x g y≺ ；特别地当 0,1 == ck 时复合控制就变

成“和控”的原始定义． 
(2) 当 xxgxf ln)()( == 时,称为“对数控制”或“积控”,参见文[1]、[2]、[3] 

)(xf 、 )( yg 不相同的例子: 

(3) 
x

xf
1

)( = , 1
1

)( +=
y

yg , )
7
1

,
3
1

,1(=x , )
4
1

,
3
1

,1(=y ,则 

,2)(1)( 11 =≤= ygxf  

,6)()(4)()( 2121 =+≤=+ ygygxfxf  

,11)()()()()()( 321321 =++=++ ygygygxfxfxf  

所以 ( ) ( )f x g y≺ ． 

注:以上定义早在2000年得到,因没有好的例子一直没有发表过． 
定理 2  设 ),,,( 21 nxxxx L= , ),,,( 21 nyyyy L= , yx, 表示 n 维欧氏空间 nR 的点,其中

, [ , ], 1,2, ,i ix y a b i n∈ = L ,若 

（1） )(tf , )(tg ( ],[ bat ∈ )是给定的两个单调递增函数: 

[1] [2] [ ]( , , , )nx x x x↓ = L , ),,,( ][]2[]1[ nyyyy L=↓ , 

表示 yx, 的分量是按递减顺序排列的；或 )(tf 、 )(tg ( ],[ bat ∈ )是给定的两个单调递减函数 , 

),,,( ][]2[]1[ nxxxx L=↑ , ),,,( ][]2[]1[ nyyyy L=↑ ,表示 yx, 的分量是按递增顺序排列的． 

（2） yx, 的分量满足  
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则（Ⅰ）若 ( )tϕ 是凸函数,有
1 1

[ ( )] [ ( )]
n n

i i
i i

f x g yϕ ϕ
= =

≤∑ ∑ 成立． 

（Ⅱ）若 ( )tϕ 是凹函数,有
1 1

[ ( )] [ ( )]
n n

i i
i i

f x g yϕ ϕ
= =

≤∑ ∑ 成立． 

证明  由条件(1)实际上可推出 )()()( 21 nxfxfxf ≥≥≥ L , )()()( 21 nygygyg ≥≥≥ L ,结

合(2),由 Karamata不等式([6]P65定理5．4),就可推出（Ⅰ）（Ⅱ）成立． 
 
问题1  是否存在其它的复合型的优美的控制不等式? 
 
二、加权控制定义 
设 ),,,( ][]2[]1[ nxxxx L=↓ , ),,,( ][]2[]1[ nyyyy L=↓ ,表示 yx, 的分量是按递减顺序排列的． 若

yx, 的分量满足 
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则称 xα 被β y 加权控制,记作 ≺xα β y． 
注:笔者在2002年证明了关于 ≺≺xα yα 的一个结论,下以 2=n 为例． 

当 2=n 时 , 由 11 yx ≤ , 及 22112211 yyxx αααα +=+ , 容 易 推 出 22 xy ≤ , 所 以 

1122 yxxy ≤≤≤ ． 
根据[4]中已证明的以下定理: 
定理3  设 )(xf 为区间M 上的凸函数,如果 

(１) ),1,,,2,1( >=∈ mmiMxi L  )1,,,2,1( >=∈ nniMyi L , 

(２) mknk xxyyxx ≤≤≤≤≤≤≤≤ + LLL 111 , 

(３) ),,,2,1(0 mii L=>α ),,2,1(0 nii L=>β ,且有∑
=

=
m

i
ia

1
,

1
∑

=

n

i
iβ  

(４) ∑
=

m

i
ii xa

1

=∑
=

n

i
ii yß

1

, 
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成立．而对 )(xf 为区间M 上的凹函数,上面的不等式要反向． 
如 2== mn 的特殊情况,即对凸函数 )(xf ,有 

)()()()( 22112211 yfyfxfxf αααα +≤+ ． 
问题2  是否存在α x与β y )( βα ≠ 之间的控制不等式? 
 
三、加权复合控制定义

 设 ),,,( ][]2[]1[ nxxxx L=↓ , ),,,( ][]2[]1[ nyyyy L=↓ ,表示 yx, 的分量是按递减顺序排列的． 若

yx, 的分量满足 
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则称 )(xfα 被 )(ygβ 加权复合控制,记作 )(xfα )(ygβ ． 
 
    四、其它控制定义 

上面已有了和控、积控的定义,从逻辑上来说,还应该有差控、商控的定义,下面尝试给出． 
“差控”定义:设 [1] [2] [ ]( , , , )nx x x x↓ = L , [1] [2] [ ]( , , , )ny y y y↓ = L ,表示 yx, 的分量是按递减顺序排

列的． 若 yx, 的分量满足 
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, 

则称x被 y 差控,简记为 yx ≺ （差）． 

“商控” 定义:设 ),,,( ][]2[]1[ nxxxx L=↓ , ),,,( ][]2[]1[ nyyyy L=↓ ,表示 yx, 的分量是按递减顺序

排列的． 若 yx, 的分量均为正,且满足 

11 yx =  
和 

∏∏
==

≤<
k

i
i

k

i
i y

y

x

x

2

1

2

11  ),,3,2( nk L= , 

则称x被 y 商控,简记为 yx ≺ （商） 

 问题3  是否存在加权复合型、差控型、商控型的漂亮的控制不等式? 
区间控制定义: 
设 ,21221243432121 nnnn bbaabbaabbaa ≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥≥ −−L 和  

niaax iii ,,2,1],,[ 212 L=∈ − , 

nibby iii ,,2,1],,[ 212 L=∈ − , 

其中 1 2( , , , )nx x x x= L , 1 2( , , , )ny y y y= L ,则称 yx ≺ （区间控制）． 
上述的 yx ≺ （区间控制）,一定是 yx ≺ （和）的,但扩展到非对称区间,如一个区间内不止一个分量

时 , 区间控制的定义怎么下 , 值得探索 . 定理 3 中的不等式似乎可看作分三个区间 
[ kxx ,1 ],[ myy ,1 ],[ nk xx ,1+ ]实施的一个控制不等式. 
    问题4  是否存在α x 与β y )( βα ≠ 型的区间控制不等式? 

  
上面所举的控制不等式大多是“对称控制”的,寻找“非对称控制”似乎非常困难,定理3是非对称的

简单一例. 
现在已证明的控制不等式基本上属于“点控”方式,能否拓展到线（或块）控上．如

,32211 xyxyx ≥≥≥≥ 21321 yyxxx +=++ ,增加什么条件, 对任意的凸（凹）函数 )(xf 或几何凸（凹）

函数,有 
)()()()()()( 21321 yfyfxfxfxf +≤≥++ ． 

但觉得很困难,望有志者在此方面进行一些探索,也许一些有价值的定理在其中． 
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感谢张小明老师对我粗糙的第一稿进行修改. 
张小明的注:(1)李世杰老师遵循科学研究的一般规律,很有可能在做一件有意义的工作,也许还不成

熟,但许多真理一开始都是不明显的,为此我建议此文在这里发表,供大家研究． 
(2)此处参考文献[1]的作者与正式发表的作者不符,其中的原由不便在这里争论,此处以投稿为准． 
 

参考文献 
[1] 李世杰．几何凸函数的若干性质[J] ．数学通讯,2003年第 5期． 
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几何凸函数的几个积分不等式 
 

张小明 
(浙江海宁电大314400 ) 

 

定 义 1 设 函 数 f 为 ],[ ba 上 的 连 续 函 数 , 下 记 为 ],[ baCf ∈ , 若 满 足 对 于 任

nibax ii L,2,1,0],,[ =≥∈ λ ,且 1
1

=∑
=

i

n

i

λ ,有以下之一成立, 

                       )()()( 2121 xxfxfxf ≥ ,                      （１） 

或                               )()(
11

n

n

i
i

n

n

i
i xfxf ∏∏

==

≥ ,                （２） 

或                                )()(
11

ii
i

n

i
i

n

i

xfxf λλ ∏∏
==

≥ ,                    （３） 

则称 f 在 ],[ ba 上为几何凸函数,若（１）、（２）和（３）式之一不等号反向,则称 f 在 ],[ ba 上为几何凹

函数． 
  为了记叙上的方便,下记 ab −=∆ ． 

引理1   设 ba <<0 , ni
n
i

aian L2,1),()( =∆+= ,则对于满足文[2]第四章引理5．2的 0k（这

里记为 nk ）,有 

abab
b

n
kn

n lnln
1

lim
−

−
−

=
+∞→

． 

证明 根据 nk 的定义有 

11

1

)( +−−

=

− <∆+≤ ∏ nnnn kkn
n

i

kkn ba
n
i

aba , 

1

1

)()1()( +

=

<−⋅+≤ ∏ nn k
n

i

k

a
b

a
ab

n
i

a
b

, 
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1))1((log
1

+<−⋅+≤ ∏
=

n

n

ia
bn k

a
ab

n
i

k , 

所 以 nk 取 ))1((log
1

∏
=

−⋅+
n

ia
b a

ab
n
i

的 整 数 部 分 ． 设 f 在 ],[ ba 最 大 值 为 M ,                                

有 

<−−⋅+∏
=

1))1((log
1

n

ia
b a

ab
n
i

nk ))1((log
1

∏
=

−⋅+≤
n

ia
b a

ab
n
i

, 

<−−⋅+∏
=

]1))1(([log
1

1

n

ia
b a

ab
n
i

n n
kn ))1((log

1

1
∏

=

−⋅+≤
n

ia
b a

ab
n
i

n
, 

<−−⋅+∏
= na

ab
n
i n

n

ia
b

1
))1((log

1

1 n
kn n

n

ia
b a

ab
n
i 1

1

))1((log ∏
=

−⋅+≤ , 

<−∆+∏
= nn

i
a

a
n

n

ia
b

1
))((

1
log

1

1 n
kn n

n

ia
b n

i
a

a

1

1

))((
1

log ∏
=

∆+≤  

由极限的夹逼定理知 

abab
b

ab
aen

k ba
a

ab
b

a
b

n

n lnln
1

)
1

(loglim
−

−
−

=⋅= −−

+∞→
, 

引理得证． 

定理１  设函数 ],[ baCf ∈ 为几何凸函数,则 

dxxf
b

a
)(∫ +

−
−

−−
≤ )()

lnln
1

[(
1

af
ab

a
abab

)]()
lnln

1
( bf

abab
b

−
−

−
, 

成立． 

证明 根据文[2]中的第三章的推论 4.2,知 )()()( 21 nxfxfxf +++ L 为 nba ],[ 上几何凸函数,

又由文[2]的第四章的引理5.2,及第三章的定理5.3,有: 

)
)(

()()()1()(
1

1

1
nn kkn

n

i
nn

n

i ba
n
i

a
fbfkafkn

n
i

af
−−

=

=

∏
∑

∆+
++−−≤∆+  

])()(
1

[)(
1 n

M
bf

n
k

af
n
kn

n
i

af
n

nn
n

i

++
−−

∆≤∆+
∆ ∑

=

 

至此有: 

dxxf
b

a
)(∫ ])()(

1
[lim)(lim

1 n
M

bf
n
k

af
n
kn

n
i

af
n

nn

n

n

i
n

++
−−

∆≤∆+
∆

=
+∞→

=
+∞→

∑  

+
−

−
−

−= )()
lnln

1
)[(( af

ab
a

ab
ab )]()

lnln
1

( bf
abab

b
−

−
−

, 

定理１得证． 

又从[3]中知,对于几何凸函数 ],[ baCf ∈ 有 
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])(ln
1

exp[)
1

( dxxf
ab

ab
e

f
b

a
ba

a
ab

b

∫−
≤−− dxxf

ab

b

a
)(

1
∫−

≤  

成立,其中 ba
a

ab
b

ab
e

−−1
为 ba, 的指数平均（见[1]第 41页）,所以有以下定理． 

定理２ 对于几何凸函数 ],[ baCf ∈ 有 

])(ln
1

exp[)
1

( dxxf
ab

ab
e

f
b

a
ba

a
ab

b

∫−
≤−− dxxf

ab

b

a
)(

1
∫−

≤  

+
−

−
−

≤ )()
lnln

1
( af

ab
a

ab
)()

lnln
1

( bf
abab

b
−

−
−

,     (4) 

若设 f 为凸函数,则[1]中的P386有 

               
2

)()(
)(

1
)

2
(

bfaf
dxxf

ab
ba

f
b

a

+
≤

−
≤

+
∫              (5) 

成立,如果用这个结果和文[2]的第二章的定理3．１平推一下,是得不到定理2的．当 f 既为凸函数又为

几何凸函数时,（4）式与（5）式谁强呢？这不难用在 ],1[ e 上的函数 2)( xxf = 和
2

1
)(

x
xg = 两者来验

证,可以发现（4）式与（5）式各有强弱． 
定理３ 设 ),( yxfz = 为 ],[],[ dcbaD ×= 上的几何凸函数,则 

dsyxf
dcab

cd
e

ab
e

f
D

dc
c

cd
d

ba
a

ab
b

),(
))((

1
)

1
,

1
( ∫∫−−

≤−−−−  

成立． 
由定理２易证定理３． 

定理４  设函数 f 为 ],[ ba 上的几何凸函数, ( ) 0, [ , ],p x x a b≥ ∈ 且 ( ) 1
b

a
p x dx =∫ ,对于 f 的加

权几何平均,有以下不等式成立, 

exp( ( ) ln ( ) ) [exp( ( )ln )].
b b

a a
p x f x dx f p x x dx⋅ ≥ ⋅∫ ∫  

证明 由[3]的性质 1有: 

( )1
exp( ( ) ln ( ) ) exp( ln ( ) )

b b p x

a a
p x f x dx f x dx∆⋅ =

∆∫ ∫
( )

1

lim ( )
in p a
nn

n
i

i
f a

n

∆ + ∆

→+∞
=

= + ∆∏  

1

1

( )

( )
( )

1

lim[ ( )]

n
n

i

i

i
p a

n i
p ai nn p a

n n

n
i

i
f a

n

=

=

+ ∆

∆ + ∆
+ ∆

→+∞
=

∑
∑

= + ∆∏ , 

由定义1的（3）式进而有 

exp( ( ) ln ( ) )
b

a
p x f x dx⋅ ≥∫

1

1

( )

( )
( )

1

lim{ [ ( ) ]}

n

n

i

i

ip a
n i

p ai nn p a
n n

n i

i
f a

n

=

=

+ ∆

∆ + ∆
+ ∆

→+∞ =

∑
∑

+ ∆∏  
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1

( )

( ) ( )

1

lim{ [ ( ) ]}

n
b

i a

ip a
n

in p a p x dxn

n
i

i
f a

n
=

+ ∆

+ ∆

→+∞
=

∑ ∫= + ∆∏  ])(lim[
)(

)(

1

1

∆+

∆+

=
+∞→

∑
∆+= =∏ n

i
ap

n
iap

n

i
n

n

i

n
i

af  

}])([lim{
)(

)(

1

1

∆+
∆+

=
+∞→

∑
∆+= =∏ n

iap

n

n
n
i

ap
n

i
n

n

i

n
i

af ( )( )1
[(exp ln ) ]

b

a
b p x dxp x

a
f x dx

∆

∫=
∆ ∫  

( )(exp ln )
b p x

a
f x dx= ∫ ． 

所以有exp( ( ) ln ( ) ) [exp( ( )ln )]
b b

a a
p x f x dx f p x x dx⋅ ≥ ⋅∫ ∫ 成立． 

定理４推广了[3]定理3,其实当
ab

xp
−

=
1

)( 时,就是定理３． 

 

参考文献 
 
[1]匡继昌．常用不等式（第二版）[M]．长沙:湖南科技出版社,1993（5）． 
[2]张小明．几何凸函数的定义、性质及其应用．不等式研究通讯,2003（几何凸函数）增刊． 
[3]张小明,杨定华．有关几何凸函数的几何平均不等式．中国不等式研究小组网站《论文选读》第163篇． 

 

 
几何凸函数的若干新性质 

 
李世杰 

（衢州市教育局教研室,浙江324002） 
 

 

几何凸函数定义  设 )(xf 是D（非负实数集）上的正值函数,且对 xi∈D（i=1,2,⋯,n）,都有 

                 f ( 21 xx )≤ )(x)(x 21 ff                        （1） 
则称 )(xf 是 D上的几何凸函数；如果（1）中不等号反向,则称 )(xf 是 D上的几何凹函数. 

最近一段时间反复看了张小明先生的大作[1],很受启发.下面把自己的一点心得整理出来,供大家参考. 

     定理 1  （几何凸函数的一个生成定理）设 )(xf 是 +⊆ Rba ),( 上的几何凸（或凹）函

数, 0,αγ ≠ +∈ Rßdc ,, ,则 ( ) ( )F x cx f dxα β γ= 是

1 1

(( ) , ( ) )
a b
d d

γ γ 上的几何凸（或凹）函数. 

    证明  令 ,y dxγ= 则 yx, 是

1 1

(( ) , ( ) )
a b
d d

γ γ 到 ),( ba 的一一对应. 

f ( 21 yy )≤ )(y)(y 21 ff ⇔ f ( 1 2dx dxγ γ⋅ )≤ 1 2(dx ) (dx )f fγ γ  

⇔ F ( 21 xx )≤ )(x)(x 21 FF  

由此可知,定理1结论成立. 
实际上从证明过程看这里的条件是充分必要的.  
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推论 在 ),0( +∞ 上 )(xF 和 )(xf 具有相同的几何凸性. 

有了这些结果,我们可很方便地从一个已知的几何凸（或凹）函数出发,推出一些新的几何凸（或凹）
函数. 

如:张小明先生在[1]中证明了 4321)( xxxxxf ++−+= 在 ),0( +∞ 上是几何凸函数,由推论知

)(xfx 和 )(2003 xfx 也是 ),0( +∞ 上的几何凸函数. 
对于一元n 次多项式函数在 ),0( +∞ 上的几何凹性,杨路教授率先证明了:一元三次多项式函数,常数

项不为零时,在 ),0( +∞ 上不可能是几何凹的．随后笔者获得了如下结果: 

定理2  n次多项式函数 n
n xaxaxaaxf ++++= L2

210)( 0( ≠na ,且 )(xf 不是单项式）不是区

间 ),0[ +∞ 上的几何凹函数. 
    证明   如果 )(xf 是区间 ),0[ +∞ 上的几何凹函数 ,由定义 ,知 )(xf 是正值函数 , 故有

0>na , 0)0(0 >= fa ,对任意的 0,0 21 ≥≥ xx ,恒有 

  f ( 21 xx )≥ )(x)(x 21 ff                     （2） 

在（2）中取 02 =x ,得 )()0( 10
22

0 xfafa ≥= ,即 

0)( 1
1

2
131211 ≤++++ −n

n xaxaxaax L               （3） 

（3）式对 01 ≥x 恒成立,由 1x 取值的任意性当 1x →+∞ 时,知 0<na ,与前述 0>na 矛盾.所以 )(xf 不是

区间 ),0[ +∞ 上的几何凹函数. 
注  如果区间 ),0[ +∞ 改为开区间 ),0( +∞ ,当 00 ≠a 时结论仍成立.只须将上述证明进行修改,将“在

（2）中取 02 =x ”改为“在（2）中取 02 →x ”即可. 当 00 =a 时, ),()( xgxxf k= +∈Nk , 0)0( ≠g ,
如果 )(xg 不是常数函数(相当于 )(xf 不是单项式）,根据定理 1 推论, )(xf 和 )(xg 具有相同的几何凸性,
由刚刚证明的 00 ≠a 的结论, 此时 )(xf 不是区间 ),0( +∞ 上的几何凹函数. 

问题 1  多项式函数 )(xf 不是区间 ),0[ +∞ 上的几何凹函数 ,那么在其它类型的区间

( a,0 ), ),(),,( +∞aba 上 )(xf 能成为几何凹函数吗? 

2003年8月初先得到了以下有趣的结果(李世杰提出,张小明证明): 

设函数 0,)( 0
2

210 ≠++= axaxaaxf , ,02 ≠a 若 f 在 ],0( θ 和 ),[ +∞θ 分别是几何凹的,则

20120 2,0,0 aaaaa −=>> 且
2

0

a
a

=θ ． 

8 月中旬,笔者总结出可具体操作的求解步骤,彻底解决了一元二次函数几何凸性的判别问题,并对一元
三次函数几何凸性的判别作了初步研究[7].但四次（或四次以上）的多项式函数的几何凸性的判别仍然没有
解决.在探索的过程中笔者又得到了如下的一些结果: 

定理3  设n次多项式函数 n
n xaxaxaaxf ++++= L2

210)( 0( ≠na ,且 )(xf 不是单项式）是区

间 ),0[ a 上的几何凸(或凹)函数,则 0,0 10 ≥> aa （或 0,0 10 ≤> aa ）. 

    证明  与定理2的证明完全类似, 由定义知 )(xf 是正值函数,故 0)0(0 >= fa ,在(3)中 01 ≠x 时,有 

0)(1
1

2
13121 ≤≥++++ −n

n xaxaxaa L  
令 01 →x ,即得 0)(1 ≤≥a . 

    注  如 ,01 =a 从证明过程可推知 0)(2 ≤≥a ,依此类推,结论:下标第二小的系数≥(≤)0. 

定理4  设n次多项式函数 n
n xaxaxaaxf ++++= L2

210)( 0( ≠na ,且 )(xf 不是单项式）是区

间 ),[ +∞a 上的几何凸(或凹)函数,则 0,0 1 ≥> −nn aa （或 0,0 1 ≤> −nn aa ）. 

    证明  如果 )(xf 是区间 ),[ +∞a 上的几何凸(或凹)函数,由定义知 )(xf 是正值函数,故 0>na ,对任意

的 axax ≥≥ 21 , ,恒有 
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f ( 21 xx )≤(≥) )(x)(x 21 ff            (4) 

在(4)两边同时除以 nx2 ,并令 +∞→2x ,变形得 

    2
1 1( ) ( ) n

n nf x a a x≥ ≤ ,推出 0)(1
11

2
12110 ≤≥++++ −

−
n

n xaxaxaa L  

由 1x 取值的任意性知 0)(1 ≤≥−na . 

    注  如果 ,01 =−na 从上述证明过程可推知 0)(2 ≤≥−na ,依此类推,结论:下标第二大的系数≥(≤)0. 

推论  n 次多项式函数 n
n xaxaxaaxf ++++= L2

210)( 4,0( ≥≠ nan ,且 )(xf 不是单项式)是

区间 ),0[ +∞ 上的几何凸 (或凹 )函数的一个必要条件是 0,0 1 ≥> −nn aa , 0,0 01 >≥ aa （或

0,0 1 ≤> −nn aa , 0,0 01 >≤ aa ）. 
    定理5  四项多项式函数 

,,,,()( 3210 Nstmnxaxaxaxaxf nmts ∈+++= stmn >>> 0≥ , 4,3,2,1,0 =≠ iai ) 
为区间D上的几何凸函数的充分必要条件是 0,0 23 >> aa , 0,0 01 >> aa .这里区间D:当s=0时为 ),0[ +∞ ,
当 s>0时为 ),0( +∞ . 

    证明  必要性:根据定理1,只要证 0=s 的情形.由定理3、定理4后的注及推论,易知结论为真. 

充分性:利用 chuchy不等式 2

11 1

22 )(∑∑ ∑
== =

≥
n

i
ii

n

i

n

i
ii baba , 

2
231322122111201021 )()()( nnmmttss xaxaxaxaxaxaxaxaxfxf ⋅+⋅+⋅+⋅≥  

nmts xxaxxaxxaxxa )()()()( 213212211210 +++≥ = )( 21xxf ,结论成立. 

    问题2  五项多项式函数 

,,,,,()( 43210 Nstmnpxaxaxaxaxaxf pnmts ∈++++= mnp >> >> t  
,0≥s )5,4,3,2,1,0 =≠ iai 为区间 D 上的几何凸函数时 0,0 34 >> aa , 0,0 01 >> aa ,问: 2a 可取那些负

实数值? 这里区间D:当 s=0时为 ),0[ +∞ ,当 s>0时为 ),0( +∞ . 
 

参考文献 
[1]张小明．不等式研究通讯(几何凸函数专辑) ．2003年 8月． 
[2]李世杰．几何凸函数的若干性质[J] ．数学通讯,2003年第 5期． 
[3]杨定华．有关积凸函数的一个不等式,(不等式研究(M))(杨学枝主编) ．西藏人民出版社,2000(6):71-74． 
[4]Constantin Pniculescu. Convexity According To The Geometric Mean．MIA.,2000(2):155-167． 
[5]李世杰．凸函数 Jensen不等式的一个推广及应用[J] ．江西:抚州师专学报（自然科学版）,1988年第 3期,P30—37． 
[6]李世杰．广义凸函数定义与性质之我见[J] ．中学数学,1999年第 5期． 
[7]李世杰. 一元二次和三次函数几何凸性的判别,中国不等式研究小组网站(http://zgbdsyjxz.nease.net) 几何凸函数专栏2003.8.14. 
 
 

由一个不等式想到的⋯ 
 

邬天泉 
(浙江省三门中学  317100) 

 

已知 +∈ Rb,a , 求证: .1
a3b

b
b3a

a
≥

+
+

+
… … … … … … … … … ….① 

(<<数学通报>>2003.5数学问题1435.) 
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已知 +∈ Rb,a ,求证: ≤
+

+
+

≤
+ b1

1
a1

1
ab8

8
ab81
ab82

+
+

… … … … … … … …② 

(首都师大<<中学生数学>>1996.12 及1997.1期 <课外练习>栏) 

      第一个等号当且仅当a=b=2时取得; 第二个等号当且仅当a=b=
2
1
时取得. 

  ②的证明: 第一个不等式
b1

1
a1

1
ab8

8
+

+
+

≤
+

笔者在<<中学生数学>>1996.12 .<课外练习>栏已证. 

∵ .
ab81

ab8

ab
1

8

8

b
1

1

1

a
1

1

1
b1

b
a1

a
+

=
+

≥
+

+
+

=
+

+
+

等号当且仅当
b
1

a
1

= =2时取得. 

    ,
ab81

ab8
b1

1
1

a1
1

1
+

≥
+

−+
+

−∴  .
ab81
ab82

ab81
ab8

2
b1

1
a1

1
+
+

=
+

−≤
+

+
+

∴  

    由此我们得到: 

已知 +∈ Rb,a , 则: .
ab81
ab82

2
b1

1
a1

1
2

b1
1

a1
1









+
+

≤







+
+

+
≤

+
+

+
… … ..③  

当且仅当 a=b=
2
1
时取得等号. 

73
148

981
982

2
a3b

b
b3a

a
=








×+
×+

<
+

+
+

=
73
37

2 … … … … … … ..④ 

这样我们得到①的一个上界估计. 
对于三个正数的情形我们有: 

已知 a, b, c ,R +∈ 则: 

(Ⅰ) .
4
3

a3c
c

c3b
b

b3a
a

≥
+

+
+

+
+

… … … … … … … ...⑤ 

                 (Ⅱ) .
4
3

ac3
c

cb3
b

ba3
a

≤
+

+
+

+
+

… … … … … … … ….⑥ 

                 (Ⅲ) .
2
3

ac3
c

cb3
b

ba3
a

≤
+

+
+

+
+

… … … … …⑦ 

等号当且仅当 a=b=c 时取得. 

证明:(Ⅰ)左式= ≥
+

+
+

+
+ ca3c

c

bc3b

b

ab3a

a
2

2

2

2

2

2 ( )
( )cabcab3cba

cba
222

2

+++++

++
 

=1

3
cabcab
cba

1
222

+
++
++

− .
4
3

31
1

1 =
+

−≥ 等号当且仅当a=b=c 时取得. 

(Ⅱ) 由  (3)
ac3

c
cb3

b
ba3

a
(3 −=

+
+

+
+

+
)

ac3
a

cb3
c

ba3
b

+
+

+
+

+
 

.
4
9

4
3

3 =−≤ 即得. 
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(Ⅲ) .
2
3

)
ac3

c
cb3

b
ba3

a
(3

ac3
c

cb3
b

ba3
a

≤
+

+
+

+
+

≤
+

+
+

+
+

 

        进而我们得到如下猜想: 

        已知 ,Rxi
+∈ ( =i 1﹑2﹑3﹑… …﹑n). 

 则: ⑴ .
1n

n
nxx

x
nxx

x
nxx

x

1n

n

32

2

21

1

+
≥

+
+⋅⋅⋅⋅⋅⋅+

+
+

+
 

    ⑵ .
1n

n
xnx

x
xnx

x
xnx

x

1n

n

32

2

21

1

+
≤

+
+⋅⋅⋅+

+
+

+
 

    ⑶ .
1n

n
xnx

x
xnx

x
xnx

x

1n

n

32

2

21

1

+
≤

+
+⋅⋅⋅⋅⋅⋅+

+
+

+
 

    ⑷  .
xxxn

n
x1

1
x1

1
x1

1

n21
1n

1n

n21 ⋅⋅⋅+
≥

+
+⋅⋅⋅+

+
+

+ +

+
 

    (5) .
xxxn1

xxxn
n

x1
1

x1
1

x1
1

n21
1n

n21
1n

n21 ⋅⋅⋅+

⋅⋅⋅
−≤

+
+⋅⋅⋅+

+
+

+ +

+
 

请读者给出证明. 
[注]: (ⅰ) 这五个猜想(不等式)之间的因果关系 

    




⇒⇒⇒
⇒

⇒
).3()2()1(

);5(
)4(  

事实上,例如 :)1()4( ⇒
1n

n

32

2

21

1

nxx
x

nxx
x

nxx
x

+
+⋅⋅⋅⋅⋅⋅+

+
+

+
 

n

1

2

3

1

2

x
x

n1

1

x
x

n1

1

x
x

n1

1

+
+⋅⋅⋅+

+
+

+
=  .

1n
n

x
x

x
x

x
x

nn

n

n

1

2

3

1

2n1n

1n

+
=

⋅⋅⋅⋅+
≥

+

+
 

(4)⇒ (5):  
n

n

1

1

n1 x1
x

x1
x

)
x1

1
x1

1
(n

+
⋅⋅⋅+

+
=

+
+⋅⋅⋅+

+
−  

 =

n21n21 x
1

x
1

x
11n

1n

x
1

x
1

x
1 n

n
1

1
1

1
1

1

⋅⋅⋅⋅+
≥

+
+⋅⋅⋅+

+
+

+ +

+
.

xxxn1

xxxn

n21
1n

n21
1n

⋅⋅⋅+

⋅⋅⋅
= +

+
 

(1)⇒ (2):  

)
xnx

x
xnx

x
xnx

x
(n)

xnx
x

xnx
x

xnx
x

(n
1n

1

32

3

21

2

1n

n

32

2

21

1

+
+⋅⋅⋅+

+
+

+
−=

+
+⋅⋅⋅+

+
+

+
 

.
n1

n

nn

n
n)

n1

1

n1

1
(n

2

n1n

1n

x
x

x
x

1

n

2

1 +
=

+
−≤

+
+⋅⋅⋅+

+
−= +

+
 

(ⅱ) 猜想(4)<即不等式(4)>笔者已在<<一道 IMO试题的引伸>>一文中给出了证明. 
（iii）（数学问题与解答）第600题《数学教学》 华东师大2003-10，11两期 
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［几何不等式研究］ 

 
关于“双胞胎” 母子三角形面积不等式问题的探讨 

 
湖北省黄石二中  杨志明  435003 

 
厦门九中的陈四川老师在第五届初等数学学术交流会上提出如下悬奖征解:(奖金贰仟元(2000元)) 
“双胞胎” 母子三角形面积不等式题:   

在△ABC中, D为BC边上的定点, 
BD

m R
DC

+= ∈ 为定值),G为AD上(不含 A、D) 上的点,BG、CG的延

长线分别交AC、AB于 E、F, 求不等式: 

( )BGF CGE ABCS S kS∆ ∆ ∆+ ≤ ,其中 k的确值. 

( 用含m的表达式表示, 且不能是近似数) 
据陈老师讲:“本人发现此题已十年,未能解出.其间请教了许多名师均未果.” 

今探讨发现,k的确值存在, 但 mink 无法用含m的表达式表示.具体探讨如下. 

解  如图,

A

B CD

E
F

 
BD

m R
DC

+= ∈ 为定值,令 , ( , )
CE AF

n p n p R
EA FB

+= = ∈ . 

由塞瓦定理知 1m n p⋅ ⋅ = . 

BGE为△ADC的截线, 由梅涅劳斯定理知 
1

1, , 1, ,
1 1 1 1

CE AG DB DB m AG m AG m AG m
n

EA GD BC BC m GD m GD m AD mn m
+

⋅ ⋅ = = ⋅ ⋅ = = =
+ + + + +  

1 1
, ,

1 1 1
FB CE n DC
AB p AC n BC m

= = =
+ + +

 

21 1
1 1 1 ( 1)( 1)

BGF ABG ABD ABC

ABC ABC

FB FB AG FB AG BD
S S S S

AB AB AD AB AD BC
m m m n

S S
p mn m m mn mn m

∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆

= = ⋅ = ⋅ ⋅

+
= ⋅ ⋅ =

+ + + + + + +

 

CGE ACG ADC ABC

CE CE AG CE AG DC
S S S S

AC AC AD AC AD BC∆ ∆ ∆ ∆= = ⋅ = ⋅ ⋅  

1 1
1 1 1 ( 1)( 1)ABC ABC

n m n
S S

n mn m m n mn m∆ ∆
+

= ⋅ ⋅ =
+ + + + + + +

 

2

( )
( 1)( 1) ( 1)( 1)BGF CGE ABC ABC

m n n
S S S S

mn mn m n mn m∆ ∆ ∆ ∆+ = +
+ + + + + +

 

2 2[( ) 1]
( 1)( 1)( 1) ABC

n m m n m
S

mn n mn m ∆
+ + +

=
+ + + +
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∵( )BGF CGE ABCS S kS∆ ∆ ∆+ ≤  

∴
2 2[( ) 1]

( 1)( 1)( 1)
n m m n m

k
mn n mn m

+ + +
≤

+ + + +
 

2 2

max min
[( ) 1]

{ }
( 1)( 1)( 1)

n m m n m
k

mn n mn m
+ + +

≤
+ + + +

 

 
2 2[( ) 1]

( 1)( 1)( 1)
n m m n m

mn n mn m
+ + +

+ + + + 2

2 2

2 2 2

1
( 6 1) 1

4 1 ( 1)
1 ( 1) [( ) 1]

m m m n m
mn m m m

m m n m m n m

=
+ + + +

+ + ++ +
+ + + + +

 

2 2

2 2 2 2 2 2

1
( 6 1) 1 4 1

1 [( ) 1]( 1) [( ) 1] ( 1)
mn m m m m m m

m m m n m m n m m n m m

=
+ + + + +

+ + +
+ + + + + + + + +

 

2

2

1
4 1

( )
( 1)

m m
f n

m

=
+ +

+
+

 

(其中
2

2 2 2 2 2

( 6 1) 1
( )

1 [( ) 1]( 1) [( ) 1]
mn m m m m

f n
m m m n m m n m m n m

+ + +
= + +

+ + + + + + + +
)   

2 2

max 2

min 2

[( ) 1] 1
{ } ( ( ) 0)

4 1( 1)( 1)( 1)
( )

( 1)

n m m n m
f n

m mmn n mn m
f n

m

+ + +
= >

+ ++ + + +
+

+

∵  

' 4 3 4 4 2 3 4 3 2 2 3 2

2 3 2 2 2 2 2

( ) [( ) (2 2 ) ( 2 2 ) (2 4

2 ) ( 1)]/{ [( ) 1)] }

f n m m n m m n m m m m n m m

m n m m m n m m n m

= + + + + − − + − +

+ − + + + + + +
 

'' 5 4 3 3 6 4 2 2 2 5 4 3

2 5 4 3 2 3 2 2 3

( ) [(2 12 2 ) (6 18 18 6 ) (6 12 12

12 6 ) 2 2 2 4 2 2) ]/{ [( ) 1)] } 0

f n m m m n m m m m n m m m

m m n m m m m m n n m m n m

= + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + + >
  

∴ '( )f n 是 (0, )n ∈ +∞ 上的单调增函数.  
' 4 3 4 4 2 3 4 3 2 2 3 2

0 0

2 3 2 2 2 2 2
20

lim ( ) lim[( ) (2 2 ) ( 2 2 ) (2 4

1
2 ) ( 1)]/lim{ [( ) 1)] }

n n

n

f n m m n m m n m m m m n m m

m n m m m n m m n m
n

→ →

→

= + + + + − − + − +

+ − + + + + + + = −
    

' 4 3 4 4 2 3 4 3 2 2

3 2 2 3 2 2 2 2 2

lim ( ) lim[( ) (2 2 ) ( 2 2 )

(2 4 2 ) ( 1)]/{ [( ) 1)] }
n n

f n m m n m m n m m m m n

m m m n m m m n m m n m
→∞ →∞

= + + + + − − +

− + + − + + + + + +
  

4 3 2
2 2 3 2 3 2

4 3 2
2 2

3 4 2 2 2

1 2 2 2 1 2 4 2 1 1lim[(1 ) (2 ) (1 ) ( ) (

1 1 1 1 2
)]/{ [(1 ) 1 ] } 1

( 1)

n
n n n n

m m m m m m m m m m
n n n

n n
m m m m n n

→∞
= + + + + − − + − + + − +

+ +
+ + + + + = =

+

  

∵ '( )f n 是 (0, )n ∈ +∞ 上的单调增且连的函数, 且  

' '
20

1
lim ( ) 0,lim ( ) 1 0
n n

f n f n
n→ →∞

= − < = >  
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∴ '( ) 0f n = 在 (0, )n ∈ +∞ 上有唯一正根 0n . 

又∵ '' ( ) 0, (0, )f n n> ∈ +∞  

∴ ( )f n 在 (0, )n ∈ +∞ 有最小值 0( )f n . 

令 '( ) 0f n = 得 
4 3 4 4 2 3 4 3 2 2 3 2

2 3 2

( ) (2 2 ) ( 2 2 ) (2 4

2 ) ( 1) 0

m m n m m n m m m m n m m

m n m m m

+ + + + − − + − +

+ − + + + =
        (1) 

由于方程(1) 是含参数m关于n的一元四次方程, 故无法用含有m的式子表示方程(1) 的根. 因而 mink

无法用含 m 的表达式表示.因此, 陈四川老师提出的要求是不合理的.下面给出当 m(m R+∈ )为某一特定
值求方程(1) 的根的统一求解过程. 

22 2
4 3 2

2 2 3

2( 1) 3 1 2( 1) 1
0

( 1)
m m m m m

n n n n
m m m m m

+ − + + +
+ + − − =

+
 

令

22 2

2 2 3

2( 1) 3 1 2( 1) 1
, , ,

( 1)
m m m m m

p q r s
m m m m m

+ − + + +
= = = − = −

+
,则 

4 3 2 0n pn qn rn s+ + + + =                                                (2) 

下面用裴那里法解(2). 
(2)式等价于 

  4 3 2 2( ) ( ) ( )n pn q a n r b n s c an bn c+ + + + + + + = + +  

右边限制 2 4b ac= ,令左边为 2 2( )
2
p

n n t+ + ,即 

4 3 2 2 2

2
4 3 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2

(2 )
4

p
n pn q a n r b n s c n n t

p
n pn t n ptn t

+ + + + + + + = + +

= + + + + +
                    (3)        

则     

2

2

2
4
p

t q a

pt r b

t s c

+ = +

= +

= +

 即    

2

2

2
4
p

a t q

b pt r

c t s

= + −

= −

= −

 

代入 2 4b ac= ,即 
3 2 2 28 4 2( 4 ) ( 4 ) 0t qt pr s t p q s r− + − − − − =                               (4) 

下面用公式法解(4). 
(4) 式等价于                     

2 2
3 2 4 ( 4 )

0
2 4 8
q pr s p q s r

t t t
− − −

− + − =                                  (5) 

令
2 2 2 2

1 1 12 3 2

3 1 4 ( 4 ) ( 1)
, 0,

2 2 4 8 ( 1)
q m m pr s p q s r m

b c d
m m m

− + − − − −
= − = − = = = − =

+
, 则 

3 2
1 1 0t b t d+ + =                                                         (6) 

在(6) 式中,令t h s= − 得 
3 2 2 3

1 1 1 1( ) (3 2 ) 0h b s h s b s h s b s d+ − + − − + + =                             (7) 
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在(7) 式中,令 1

3
b

s = 得 

 
2 3

3 1 1
1

2
0

3 27
b b

h h d− + + =                                                 (8) 

令 

2 2 2
1

1 4

3 8 7 6 5 4 3 2
1

1 1 6 2

(3 3 1)
3 12

2 7 13 102 186 102 13 7 1
27 108 ( 1)

b m m
p

m
b m m m m m m m m

q d
m m

− +
= − = −

− + − + − + − +
= + = −

+

 则 

3
1 1 0h p h q+ + =                                                         (9) 

2 3 8 7 6 5 4 3 2
21 1

6 2

2 2
3

4

1 7 13 102 186 102 13 7 1
[ ]

4 27 4 108 ( 1)

1 (3 3 1)
[ ]

27 12

q p m m m m m m m m
m m

m m
m

− + − + − + − +
+ = −

+

− +
+ −

            

10 9 8 7 6 5 4 3 2

9 4

9 28 81 187 252 187 81 28 9 1
216 ( 1)

m m m m m m m m m m
m m

− + − + − + − + − +
= −

+
 

2 2 6 5 4 3 2

9 4

( 1) ( 6 1)( 6 11 6 1)
216 ( 1)

m m m m m m m m m
m m

− − + − + − + − +
= −

+
 

2 2 2 4 3 2 3

9 4

( 1) ( 6 1)[( 1) ( 7 1) ]
216 ( 1)

m m m m m m m m m
m m

− − + − + + + + +
= −

+
 

(I) 当 3 2 2m > + 或0 3 2 2m< < − 时, 
2 3
1 1 0
4 27
q p

+ > ,方程(9) 有一实根和一对共轭虚根; 

(II) 当 3 2 2m = + 或 1m = 或 3 2 2m = − 时, 
2 3
1 1 0
4 27
q p

+ = ,方程(9) 有一单实根及一个二重

实根; 

(III) 当3 2 2 3 2 2m− < < + 时, 
2 3
1 1 0
4 27
q p

+ < ,方程(9) 有三个不同的实根. 

由此可知, 方程(9) 总有实根, 当给定一个 m 值就可以求出方程(9) 的实根 0h , 进而得到方程(4)的

根 0t ,将 0t 代入(3) 式.由与(2) 等价的(3) 式得 

2
2 0

0 0 2

0

( ) ( 2 )
2 42

2 2
4

pt rp b p
n n t an t qn

a p
t q

−
+ + = ± + = ± + − +

+ −

        (10) 

将(10) 式变形易解得满足条件的唯一正根 0n  . 

从而 min 2 2

min 02 2

1 1
4 1 4 1

( ) ( )
( 1) ( 1)

k
m m m m

f n f n
m m

= =
+ + + +

+ +
+ +

. 

特别地, 当m为某些特殊值时, 方程(1) 还可以采用因式分解法来解. 
当m=1时,(1) 式即为    

4 3 22 4 2 0n n n n+ − − − = 即 2 2( 1) ( 2) 0n n+ − = ,∵ 0n > ,∴ 2n = . 
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由此易得到 
定理1  在△ABC中, D为BC边上的中点,G为AD上(不含 A、D) 上的点,BG、CG的延长线分别交AC、

AB于E、F, 则有 

( ) 2(3 2 2)BGF CGE ABCS S S∆ ∆ ∆+ ≤ −                                        (11) 

(当且仅当 2
CE
EA

= 时, 上式等号成立). 

  (11) 式即为文[1] 的命题1. 

当m= 3 2 2m = + 时,(1) 式即为    
4 3 2(6 3 2) (9 6 2 ) (28 2 40) 100 72 2 0n n n n+ − + − + − − + = 即 

2 2( 2 2 ) [ (2 2 ) 9 6 2 ] 0n n n+ − + − − + =  

∵ 0n > ∴
14 2 ( 7 1)(2 2)

7 1
2 2

n
− − −

= − − = . 

由此易得到 

定理2  在△ABC中, D为BC边上的定点, 3 2 2
BD
DC

= + ,G为AD上(不含A、D) 上的点,BG、CG的

延长线分别交AC、AB于E、F, 则有 

( )BGF CGES S∆ ∆+ 16(2 14 4 4 7 2)(6 7 9 4 14 7 2)
(2 14 11 2 4 7 12)(2 14 4 7 2)(4 7 2 14 3 2) ABCS∆

+ − + − + −
≤

− + − − + + −
  (12) 

(当且仅当
( 7 1)(2 2)

2
CE
EA

− −
= 时,上式等号成立). 

当 3 2 2m = − 时,(1) 式即为    
4 3 2(6 3 2 ) (9 6 2) (28 2 40) 102 72 2 0n n n n+ + + + − + − − = 即 

2 2( 2 2) [ (2 2) 9 6 2 ] 0n n n+ + + + − − =  

∵ 0n > ∴
14 2 ( 7 1)(2 2)

7 1
2 2

n
− − −

= − + = . 

由此易得到 

定理3  在△ABC中, D为BC边上的定点, 3 2 2
BD
DC

= − ,G为 AD上(不含A、D) 上的点,BG、CG的

延长线分别交AC、AB于E、F, 则有 

( )BGF CGES S∆ ∆+ 8(2 7 2 14 2)(2 14 4 2 3 7 6)
( 14 2 2 7)(2 7 14 2)( 14 6 2 7 3 2) ABCS∆

− + − + − −
≤

− − + − − − +
   (13) 

(当且仅当
( 7 1)( 2 2)

2
CE
EA

− +
= 时,上式等号成立). 

 

参考文献 
 
[1] 陈四川  母子三角形面积不等式  福建中学数学  2003.4. 

 
[注:我们还收到阙浩涛先生用纸介质寄来的证明,此证明已扫成图片挂在中国不等式研究小组网站“专题研
究”栏目中,请读者对照阅读两篇文章,领略各自特色.] 
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从一个猜想不等式的证明说起 
——  介绍一个优美的不等式链 

 
林 新 群 

（福建省仙游县金石中学    351200） 
 

在本文中,设 ABC∆ 的三内角A、B 、C 所对的三边长分别为a 、b 、c , s、R 、r 、∆ 分别表

示 ABC∆ 的半周长、外接圆半径、内接圆半径、面积,∑ 表示循环和. 

1919年,著名几何学家R Weitzennock⋅ 提出并证明了以下不等式[1]  
2 4 3a ≥ ∆∑ .                        （1） 

后来人们给出了式（1）的种种加强.2000年,我国西藏的刘保乾先生提出了以下优美的不等式（猜想）（LBQ9

（d ））[2] : 

2 3cos 4 3
2

B C
a

−
≥ ∆∑ .                         （2） 

式（2）显然加强了式（1）,对式（2）,至今仍未见有人证明.本文先给出式（2）的证明, 
然后介绍最近笔者和刘保乾先生共同提出的一个优美的不等式链. 

为了证明式（2）,首先给出两个引理. 

引理1  ( ) ( )2 2 2 2cos 8 6
r

a B C s R Rr r
R

− = + + +∑ .       （4） 

证明  注意到 ( )cos cos cosa B C b B c C− = +∑ , 

           ( ) ( )2 cos cos cosa B C a b B c C− = +∑ ∑  

                           = ( )cos cosbc B C+∑  

                           = cos cosbc A bc A−∑ ∑ ∑  

           ( )∑∑ ∑ −+−= 222

2
1

cos acbAbc  

∑∑ ∑ −= 2

2
1

cos aAbc , ]3[     （5） 

将恒等式   cos 1
r

A
R

= +∑ ,
22 4bc s Rr r= + +∑ , ( )2 2 22 4a s Rr r= − −∑ ,代入式（5）中,

整理即得式（4）. 

注意到   ( )2 1
cos 1 cos

2 2
B C

B C
−

= + −   ,得 

推论   ( )2 2 2 2 31
cos 2 4

2 2
B C

a R r s Rr r
R

−  = + + + ∑ .       （6） 

引理2  若
1

cos
2

θ ≥ − ,则
2

3 cos2 cos
cos

2
θ θ

θ
+

≥ . 

事实上,
2

3 cos2 cos
cos

2
θ θ

θ
+

≥ ( ) ( )2
cos 1 2cos 1θ θ⇔ − + 0≥ . 

式（2）的证明   由引理2,易得 
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( )2 3 2 2 21
cos cos cos

2 2 2
B C B C

a a B C a
− − ≥ − +  

∑ ∑ ∑ , 

把式（4）、（6）代入上式并整理得: 

( )2 3 2 2 2 31
cos 2 3 16 16 3

2 4
B C

a R r s R r Rr r
R

−  ≥ + + + + ∑ . 

显然,为了证明式（2）,注意到 sr∆ = ,只需证明 

        ( ) 2 2 2 31
2 3 16 16 3 4 3

4
R r s R r Rr r sr

R
 + + + + ≥  , 

即      ( ) ( )2 2 3 1
2 3 16 16 3 16 3R r s R r Rr r Rr

s
+ + + + ≥ .               （7） 

设上式右边为 ( )H s ,由Gerretsen不等式: 2 216 5s Rr r≥ − ,及下列不等式 

               
2 2 3

2 16 16 3
16 5

2 3
R r Rr r

Rr r
R r

+ +
− ≥

+
, 

易知 ( )H s 单调递增,故有  ( ) ( )216 5H s H Rr r≥ − . 

因此,要证式（7）成立,只需证明 

( ) ( )2 2 2 3 22 3 16 5 16 16 3 16 3 16 5R r Rr r R r Rr r Rr Rr r+ − + + + ≥ −  

2 2 248 54 12 16 16 5R Rr r R Rr r⇔ + − ≥ −  
4 3 2 2 3 4567 1776 140 324 36 0R R r R r Rr r⇔ − + − + ≥  

4 3 2768 1184 467 54 3 0x x x x⇔ − + − + ≥  （设
2
R

x
r

= ） 

( ) ( )3 21 768 416 51 3 0x x x x⇔ − − + − ≥ , 

由Euler不等式 2R r≥ 知 1x ≥ ,故上式成立,从而不等式（2）即LBQ9（d ）获证. 
最近,笔者和刘保乾先生共同提出了以下优美的不等式链: 
定理  在三角形ABC中,有 

          
(8) (9) (10)

2 2cos cos 4 3
2 2

B C B C
bc a bc

− −
≥ ≥ ≥ ∆∑ ∑ ∑ . 

证明 文[4]已证,刘保乾先生给尹华焱先生来信中提出的一个半对称不等式: 

          
3 1

6aw bc
a

≤ ∑ cos 4 3
2

B C bc
bc

bc
−

⇔ ≥ ∆
∑

, 

上式是式（10）的半对称不等式,故式（10）获证. 

由式（6） 和
2 24bc s Rr r= + +∑ ,易证式（８） 等价于  

2 28 2R Rr r− − 2s≥ , 

由Gerrtsen不等式: 2 2 24 4 3R Rr r s+ + ≥ ,知上式成立,从而式（10）获证. 
下面证明最难的式（9）. 

( )cosa B C−∑∵ =
2 2 2 2 2 2 4 4

2

2
2

b c a b a c b c
a

a bc
+ + − −∑ = ( )2 2 2 2 2 2 4 41

2
2

b c a b a c b c
abc

+ + − −∑  

= ( )2 2 41
2 b c a

abc
−∑ ∑ = 21 4

16
sr

abc R
∆ = , 
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( )cosbc B C∴ −∑ = ( ) ( ) ( ) ( )2 cos cosa bc B C a a b c B C+ − − + + −∑ ∑ ∑  

                  = ( ) ( ) ( )2 cos cos 2 cosa B C bc B C s a B C− + − − −∑ ∑ ∑ ∑  

                  = ( ) ( )
2

2 8
cos cos

s r
a B C bc B C

R
− + − −∑ ∑ ∑ , 

再把式（4）、
2 24bc s Rr r= + +∑ 、 ( ) ( )222

2
22

2
1

cos RrRrs
R

CB −++=−∑  

( ) 2cos 2 cos
2

B C
bc B C bc bc

−
− = −∑ ∑ ∑ 代入上式得恒等式: 

( )2 4 2 2 3 2 2 3 4
2

1
cos 8 2 16 20 8

2 4
B C

bc s Rr r s R r R r Rr r
R

−  = − − + + + + ∑  

由于 21 1
cos cos

2 2 2 2
B C B C

bc bc bc
− −

≤ +∑ ∑ ∑ ,所以,要证式（9）,只需证明: 

         2 2 21 1
cos cos

2 2 2 2
B C B C

bc bc a
− −

+ ≤∑ ∑ ∑              

( )
2 2

4 2 2 3 2 2 3 4
2

4 1
8 2 16 20 8

2 8
s Rr r

s Rr r s R r R r Rr r
R

+ +  ⇔ + − − + + + +   

( ) 2 2 31
2 4

2
R r s Rr r

R
 ≤ + + +    （利用式（6）） 

⇔  ( ) ( )4 2 2 2 3 2 2 3 44 12 2 32 8 4 0s R Rr r s R r R r Rr r− + + − − + + + ≥  

⇔  ( )2 2 24 4R Rr r s+ + − ( )2 216 5 8s Rr r Rr− + + ( )2 2 24 4R Rr r s+ + −  

         + ( ) ( )24 2 2r R r R r+ − 0≥ , 

由Euler不等式、Gerretsen不等式,上式显然成立,从而式（9）获..定理证毕. 
注:式（2）和式（10）不分强弱. 
 

参考文献 
 
[1] 李炯生,黄国勋．中国初等数学研究,北京科学技术文献出版社,1992. 
[2] 刘保乾．110个有趣的不等式问题. 不等式研究,杨学枝主编,西藏人民出版社, 2000．6. 
[3] 陈计, 叶中豪．初等数学前沿, 江苏教育出版社,  1996．4. 
[4] 尹华焱．几个边长成等差数列时取等的半对称不等式, 不等式研究通讯, 中国不等式研究小组主办,  2002(1). 
[5] 刘保乾．BOTTEMA,我们看见了什么？西藏人民出版社,2003．1. 
 
 

关于三角形内、外心距离不等式的指数推广 
 
林 新 群 

（福建省仙游县金石中学    351200） 
 

刘保乾先生在文[1]、[2]中分别给出了下列两个不等式: 

( )22 1
2

4
R Rr b c− ≥ − ,                     （1） 
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2

22
a

a

wR
r h

≥ .                         （2） 

刘先生在文[3]中又提出了下列三个不等式猜想: 

BF35（a）:             2 2R Rr− ≥ ( )21
8

b c
b c

a
+  − 

 
. 

BF35（b）:             2 2R Rr− ≥ ( )
2

21
16

b c
b c

a
+  − 

 
. 

BF95（g）:             2 2R Rr− ≥ ( )
2

2

2

1
16

a

a

w
b c

h
− . 

经探究,上述不等式有下列指数推广的不等式. 
定理  在三角形ABC中,有 

( )22 1
2

4 2
a

a

w b c
R Rr b c

h a

λ
 +

− ≥ − 
 

,     (3) 

⇔
( ) ( )

( )
2

22 1
2

4
bc

R Rr b c
a c b a b c

λ

 
− ≥ − 

+ − + − 
, 

其中实数 ]0,2λ ∈  . 

证明  设 cos
2

B C
x

−
=   ( )1≤ ,则有 

21 4 sin 4sin
2 2
A A

f x= − + 21 x≥ − ,               （4） 

21 4 sin 4sin
2 2
A A

f x= − + ( )
2

22sin 1
2
A

x ≥ − 
 

,   （5） 

事实上,（4）等价于
2

2sin 0
2
A

x − ≥ 
 

,（5）等价于
2

1 2 sin 0
2
A

x − ≥ 
 

. 

当 60A °< 时,有0 2sin 1
2
A

< < ,又 ]2 0,2λ − ∈  ,则
2

1 2sin
2
A λ−

 ≥  
 

, 

由（4）得:
2

2sin
2
A

f
λ−

 ≥  
 

( )21 x− ； 

当 60A °≥ 时,有2sin 1
2
A

≥ , ]2 0,2λ − ∈  ,则
2 2

2sin 2sin
2 2
A A λ−

   ≥   
   

, 

由（5）得:
2

2sin
2
A

f
λ−

 ≥  
 

( )21 x− . 

综上,对任意三角形ABC,总有  
2

2sin
2
A

f
λ−

 ≥  
 

( )21 x− .              （6） 
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把     2 2 2 22 1 4 sin 4sin
2 2
A A

R Rr x R fR − = − + = 
 

, 

和    ( )21
4 2

a

a

w b c
b c

h a

λ
 +

− 
 

= ( )2 2 21 1
16 sin 1

4 22sin
2

A
R x

A

λ
 
 

⋅ − 
 
 

, 

                          ( )
2

2 22sin 1
2
A

x R
λ−

 = − 
 

. 

代入式（6）即得式（1）,定理获征. 
    在定理中取 0λ = 、1、2,可推出下面的结论. 

推论1                ( )22 1
2

4
R Rr b c− ≥ −   （即式（1））. 

推论2               ( )22 1
2

8
a

a

w b c
R Rr b c

h a
  + − ≥ −  

  
⇒ BF35（a）. 

推论3               ( )
2 2

22 1
2

16
a

a

w b c
R Rr b c

h a
  + − ≥ −   

  
⇔

2

22
a

a

wR
r h

≥  

⇒ BF35（b ）和BF95（g）. 
注:式(1)取等的充要条件是cos cos 1B C+ = ；式(2)取等的充要条件是 2b c a+ = ； 

当 )(0,2λ ∈ 时,式(3)取等的充要条件是a b c= = . 

 

参考文献 
[1]刘保乾． 问题解答Cwd —72,不等式通讯,中国不等式研究小组主办,1998（6）. 

[2]刘保乾．Gerretsen不等式的等价形式及其应用,西藏大学学报,1995.3.  

[3]刘保乾. BOTTEMA ,我们看见了什么？西藏人民出版社,2003年1月.  

 
 

三元齐次轮换对称式及其应用 
 

陈胜利 
（福建南安市五星中学  362341） 

 

摘要:本文首先给出几个三元齐次轮换对称恒等式,然后运用配方法导出若干轮换对称不等式,并介绍
其广泛应用. 

关键词:三元齐次,轮换对称,恒等式,不等式. 
 
 
定理1 记Σxn = xn + yn + zn,Σxmyn = xmyn + ymzn + zmxn,σ1= Σx,σ2 = Σyz,σ3 = Πx,则有 

(1.1) Σx2 = σ1
2–2σ2 

(1.2) Σx3 = σ1
3–3σ1σ2 + 3σ3 

(1.3) Σx4 = σ1
4–4σ1

2σ2 + 2σ2
2 + 4σ1σ3 

(1.4) Σx5 = σ1
5–5σ1

3σ2 + 5σ1σ2
2

 + 5σ3(σ1
2–σ2) 
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(1.5) Σx6 = σ1
6–6σ1

4σ2 + 9σ1
2σ2

2–2σ2
3

 + 6σ1σ3(σ1
2–2σ2) + 3σ3

2 

(1.6) Σx7 = σ1
7–7σ1

5σ2 + 14σ1
3σ2

2–7σ1σ2
3
 + 7σ3(σ1

4–3σ1
2σ2+ σ2

2) + 7σ1σ3
2 

(1.7) Σx2y = σ1σ2–3σ3–Σxy2 =
2
1

[σ1σ2–3σ3–Π(x–y)] 

(1.8) Σx3y = σ1Σx2y–σ2
2 +σ1σ3  

(1.9) Σx4y = (σ1
2–σ2)Σx2y–σ1σ2

2 +σ3 (σ1
2+σ2)  

(1.10)Σx3y2 = σ2Σx2y–σ3 (σ1
2–σ2)  

(1.11)Σx5y = (σ1
3–2σ1σ2+σ3)Σx2y–σ2

2(σ1
2–σ2) + σ1

3σ3 

    (1.12)Σx4y2 = (σ1σ2–σ3)Σx2y–σ2
3–σ1σ3 (σ1

2–4σ2)–3σ3
2 

(1.13)Σx6y = (σ1
4–3σ1

2σ2+ σ2
2+2σ1σ3)Σx2y–σ1

3σ2
2 + 2σ1σ2

3
  

+ σ3(σ1
4–σ1

2σ2+ 2σ2
2) + σ1σ3

2 
(1.14)Σx5y2 = (σ1

2σ2–σ2
2–σ1σ3)Σx2y–σ1σ2

3–σ1
2σ3(σ1

2–5σ2)–5σ1σ3
2 

(1.15)Σx4y3=(σ2
2–σ1σ3)Σx2y–σ2σ3(σ1

2–σ2) + σ1σ3
2 

下面仅以(1.4),(1.15)为例给出证明: 
Σx5 = σ1Σx4–σ2Σx3+ σ3Σx2 = σ1(σ1Σx3–σ2Σx2 + σ3Σx)–σ2Σx3 + σ3Σx2 

= (σ1
2–σ2)Σx3–(σ1σ2–σ3)Σx2 + σ1

2σ3 
= (σ1

2–σ2) (σ1
3–3σ1σ2 + 3σ3)–(σ1σ2–σ3)(σ1

2–2σ2) +σ1
2σ3 

= σ1
5–5σ1

3σ2 + 5σ1σ2
2

 + 5σ3(σ1
2–σ2) , 

Σx4y3–Σx3y4 = x3y3(x–y) + y3z3(y–z)–z3x3(x–y + y–z) 
= x3(x–y)(y3–z3) + z3(y–z)(y3–x3) 
= (x–y)(y–z)[x3(y2 + yz + z2)–z3(x2 + xy + y2)] 

  =–(x–y)(y–z)(z–x)[x2y2 + y2z2 + z2x2 + xyz(x + y + z)] = (2Σx2y–σ1σ2 +3σ3)(σ2
2–σ1σ3) , 

  Σx4y3 + Σx3y4 = Σx3y3(σ1–z) = σ1Σx3y3–σ3Σx2y2 = σ1(σ2
3–3σ1σ2σ3 + 3σ3

2)–σ3(σ2
2–2σ1σ3) ,

 

以上两式相加后除以2即得(1.15). 
定理2 设x, y, z∈R+,则有 
(2.1) 3σ3 ≤ Σx2y ≤ σ1σ2–6σ3  
(2.2) σ2

2
 ≤ σ1Σx2y ≤ σ2(σ1

2–σ2)–3σ1σ3    
(2.3) σ1σ2

2+ σ3(σ1
2–6σ2) ≤ (σ1

2–σ2)Σx2y ≤ σ1
3σ2–2σ1σ2

2–σ3(4σ1
2–9σ2) 

(2.4) σ1
2σ3 ≤ σ2Σx2y ≤ σ1σ2

2–σ3(σ1
2 + 3σ2)  

(2.5) σ1
2σ2

2–σ2
3 + σ1σ3(σ1

2–7σ2) + 9σ3
2 ≤ (σ1

3–2σ1σ2)Σx2y 
     ≤ σ1

4σ2–3σ1
2σ2+ σ2

2–σ1σ3(4σ1
2 –13σ2)–9σ3

2 
(2.6) σ2

3+ σ1σ3(σ1
2–4σ2) ≤ (σ1σ2–3σ3)Σx2y 

     ≤ σ1
2σ2

2–σ2
3–σ1σ3(σ1

2 + 2σ2) + 9σ3
2  

(2.7) σ2
3+ σ1σ3(σ1

2–3σ2) ≤ σ1σ2Σx2y ≤ σ1
2σ2

2–σ2
3–σ1

3σ3 
(2.8)–σ2

3+ 5σ1σ2σ3–9σ3
2 ≤ 3σ3Σx2y ≤ σ2

3–2σ1σ2σ3 
(2.9) σ1

3σ2
2–2σ1σ2

3–σ3(σ1
4–8σ1

2σ2+7σ2
2)+9σ1σ3

2≤(σ1
4–3σ1

2σ2+σ2
2+ σ1σ3)Σx2y 

≤ σ1
5σ2–4σ1

3σ2
2 + 3σ1σ2

3–2σ3(2σ1
4–9σ1

2σ2+5σ2
2)–12σ1σ3

2 
(2.10)σ1σ2

3+ σ3(σ1
4–5σ1

2σ2–2σ2
2)+6σ1σ3

2≤ (σ1
2σ2–σ2

2–3σ1σ3)Σx2y 
  ≤ σ1

3σ2
2–2σ1σ2

3–σ3(σ1
4+σ1

2σ2–5σ2
2) + 3σ1σ3

2 
(2.11)σ2σ3(σ1

2+σ2)–6σ1σ3
2≤(σ2

2–σ1σ3)Σx2y≤σ1σ2
3–2σ2σ3(σ1

2+2σ2)+9σ1σ3
2 

下面只证左边不等式（因右边可据左边作代换(x, y, z)→(x, z, y)推得）: 
由三元均值不等式即得(2.1)左边不等式； 
由0 ≤ Σxy(x–z)2 = Σx3y–σ1σ3及(1.8)立得(2.2)左式； 
由0 ≤ Σx2y(x–z)2 = Σx4y–2σ3Σx2 + σ2σ3及(1.9),(1.1)立得(2.3)左式； 
由0 ≤ Σxy2(x–z)2 = Σx3y2–σ2σ3及(1.10)立得(2.4)左式； 
由0 ≤ Σx3y(x–z)2 = Σx5y–2σ3Σx3 + σ3Σxy2及(1.11),(1.2),(1.7)立得(2.5)左式； 
由0 ≤ Σx2y2(x–z)2 = Σx4y2–2σ3Σx2y + 2σ3

2及(1.12)立得(2.6)左式； 
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由0 ≤ Σy2(x2–yz)2 = 2Σx4y2–2σ3Σxy2及(1.12),(1.7)立得(2.7)左式； 
由0 ≤ Σxy3(x–z)2 = Σx3y3–2σ3Σxy2 + σ3Σx2y,Σx3y3 = σ2

3–3σ1σ2σ3+ 3σ3
2及(1.7)立得(2.8)左式； 

由0 ≤ Σx4y(x–z)2 = Σx6y–2σ3Σx4+ σ3Σx3z及(1.13),(1.8),(1.7)立得(2.9)左式； 
由0 ≤ Σx3y2(x–z)2 = Σx5y2–2σ3Σx3y +σ1σ3

2及(1.14),(1.8)立得(2.10)左式； 
由0 ≤ Σx2y3(x–z)2 = Σx4y3–2σ3Σx2y2 +σ1σ3

2,Σx2y2 = σ2
2–2σ1σ3及(1.15)立得(2.11)左式,证毕. 

下面应用上述定理对刘保乾先生在中国不等式研究小组网页上所提几个三角形不等式作出简要的证
明: 

              Σa2b(a–b) ≥ )3
b
a

(2 2 −∆ ∑                                   ① 

              Σa2(ac–b2) ≥ )3
b
a

(2 2 −∆ ∑                                  ② 

              Σat(a–b)(s–c) ≥ 0  (t = 1, 2, 3, 4)                            ③ 
              Σat(a–b)(s–c) ≤ 0  (t =–1,–2)                             ④ 
作代换 a = y + z,b = z + x,c = x + y,x,y,z∈R+,则 

             ① ⇔ σ1
2σ2Σx2y ≤ σ1

3σ2
2–σ1σ2

3–σ3(σ1
4–σ2

2)–3σ1σ3
2               ⑤ 

由(2.7),只要证⑤右边 ≥ σ1(σ1
2σ2

2–2σ3
3)–σ1

4σ3,即σ2
2 ≥ 3σ1σ3,此式成立,故⑤得证； 

          ② ⇔ (σ1
2σ2–2σ1σ3)Σx2y ≥ σ1σ3

3 + σ3(σ1
4–4σ1

2σ2–σ2
2)+6σ1σ3

2       ⑥ 
由于σ1

2σ2–2σ1σ3 = (σ1
2σ2–σ2

2–3σ1σ3)+(σ2
2–σ1σ3) +2σ3,因而据(2.10),(2.11),(2.1)有 

(σ1
2σ2–2σ1σ3)Σx2y≥σ1σ3

3+σ3(σ1
4–5σ1

2σ2–2σ2
2)+6σ1σ3

2+σ2σ3(σ1
2+σ2)–6σ1σ3

2+6σ1σ3
2, 

整理即得⑥式； 
当 t = 1, 2, 3, 4时③分别化为 

Σx2y ≤ σ1σ2–6σ3                                               ⑦ 
σ1Σx2y ≤ σ1

2σ2 + σ2
2–9σ1σ3                                      ⑧ 

(σ1
2–σ2)Σx2y ≤σ1

3σ2 + σ1σ2
2–6σ3(2σ1

2–σ2)                        ⑨ 
(σ1

3–2σ1σ2–σ3)Σx2y ≤ σ1
4σ2 + σ1

2σ2
2–σ2

2–σ1σ3(15σ1
2–14σ2) + 6σ3

2  ⑩ 
由(2.1),(2.2),(2.3)及σ2

2 ≥ 3σ1σ3,σ1
2≥ 3σ2易证⑦~⑨； 

由(2.5),(2.1)有 
           (σ1

3–2σ1σ2–σ3)Σx2y ≤ σ1
4σ2–3σ1

2σ2
2+σ2

2–σ1σ3(4σ1
2–13σ2)–12σ3

2     ○11  
于是为证○11 ,只要证 
                    18σ3

2–σ1σ2(11σ1
2–σ2) + 4σ1

2σ2
2–2σ2

3 ≥ 0                   ○12  
当 z = 0,y = 1时上式化为2(x–1)2(9x2+5x+7) ≥ 0 (x>0),故由文[1]或[2]知○12 成立； 
当 t =–1,–2时④分别化为 
              σ1Σx2y ≤ σ1

2σ2–σ2
2–3σ1σ3                                      ○13  

(σ1
3 + σ3)Σx2y ≤ σ1

4σ2–σ1
2σ2

2–σ2
3–σ1σ3(3σ1

2–4σ2)–6σ3
2            ○14  

由(2.2)即知○13 成立； 
由σ1

3 + σ3 =(σ1
3–2σ1σ2)+2(σ1σ2–3σ3)+7σ3及(2.5),(2.6),(2.1)得 

(σ1
3 + σ3)Σx2y ≤ σ1

4σ2–σ1
2σ2

2–σ2
3–σ1σ3(6σ1

2–16σ2)–33σ3
2         ○15  

于是为证○14 ,只要证σ1
3–4σ1σ2 + 9σ3

 ≥ 0,即Σx(x–y)(x–z) ≥ 0,此式成立,故○14得证. 
  应用(1.1)~(1.15)及(2.1)~(2.11),我们还可方便地证明刘保乾在文[3]~[5]中提出的数十个轮换对称不等式,
可见本文定理和方法是十分有用的. 
 

参考文献 
[1] 陈胜利. 一类三元六次对称不等式的简化证法[J]. 福建中学数学,2002(10). 
[2] 陈胜利. 三元不等式的简化证法综述[J]. 见刘保乾著:BOTEEMA,我们看见了什么,拉萨:西藏人民出版社, 2003. 1. 
[3] 刘保乾. BOTEEMA,我们看见了什么[M]. 拉萨:西藏人民出版社,2003. 1. 
[4] 刘保乾. BOTEEMA,我们看见了什么[J]. 不等式研究通讯,总第 31期, 2001.6 
[5] 刘保乾. 110个有趣的不等式问题[C]. 见杨学枝主编:不等式研究(第一辑),拉萨:西藏人民出版社,2000.6. 
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关于一个轮换对称式的界 
 

陈胜利 
（福建省南安市五星中学 362341） 

 

摘要:本文对刘保乾先生用BOTTEMA软件发现的一个轮换对称式的界给出直接推理证明. 
关键词:轮换对称式,上下界,直接推理证明. 
 
 

刘保乾先生在热点问题1的评注1中指出,关于∑ + cb
ab

的界,有如下结论（用 BOTTEMA软件验证）: 

ls ≥ ∑ + cb
ab

 ≥ ks                               (1) 

其中 k = 1– 2
3
8

+ 5
3
5

,l = 1+ 2
3
8

– 5
3
5

  (1– k = l–1). 

下面给出（1）的一个直接推理证明:记T1= a+b+c,T1= ab+bc+ca,T3= abc,则（1）等价于 

    kT1T2 – (2+k)T3 ≤ 2∑ ba 2 ≤ lT1T2 – (2+l)T3⇔ kT1T2 – (2+k)T3 ≤ T1T2 –3T3 –Π(a–b) ≤ lT1T2 – (2+l)T3 

    ⇔ (1–l)(T1T2 –T3) ≤ Π(a–b) ≤ (1–k)(T1T2 –T3)⇔ F(a, b, c) ≡
)(
)(

ba
ba

+Π
−Π

≤ 1–k =
3

5528 −
    (2) 

不妨设a> b> c（当a= b或 b=c或 c=a时上式显然成立）,则（2）化为 
                        0< F(a, b, c) ≤ 1– k                                             (3) 
注意到 

    F(a, b, c) – F(b+c, b, c) = 







++

−
++
−−

+
−

)2)(2())((
))((

bccb
bc

caba
caba

cb
cb  

= 0
)2)(2)()((

))()((2
<

++++
−+−−−

bccbcaba
bccaabcbacb

, 

于是（3）式成立的充要条件是 

               F(b+c, b, c) = 
)2)(2)((

)(
bccbcb

cbbc
+++

−
≤ 1–k  (b>c>0)                       (4) 

令b=c(1+x),x>0,则上式化为 

                    )(
)1(

)3)(23)(2(
1

1
xf

xx
xxx

k
=

+
+++

≤
−

 (x>0)                          (5) 

对 f(x)求导数,并令f(x)′= 0,得 
            x4 + 2x3 – 7x2 –18x – 9 = 0 ⇔ 10(3x2 –28x – 28)2 = (41 x2 –89x – 89)2 

⇔ 10 (3x2 –28x – 28) = – (41 x2 –89x – 89)   (∵x>0) 

⇔ (41+13 10 )x2 – (89+28 10 )x – (89+28 10 ) = 0  (x>0) 

⇔
)101341(2

101420444917102889

+

+++=x  

)101341(2

2106567102889

+

+++= )12510(
2
1

−++= , 

记 )12510(
2
1

0 −++=x ,则当0< x< x0时 f(x)′<0,当 x> x0时 f(x)′>0,故有 
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                f(x)min = f(x0) = x0 + 11 + 
0

2
0

0 1816

xx

x

+

+  

8225210

)52454104(4
102510

+++

+++
++++= 5528 += , 

从而使（5）式成立的最大k值为 

kmax = 1– 5
3
5

2
3
8

1
)(

1

0
+−=

xf
, 

于是不等式（2）成立,（1）得证,且知其中系数k,l是最优的. 
 
 

“u—v”代换证法新例 
 

吴裕东 
(浙江省新昌中学 312500) 

 
西藏刘保乾先生在文[1]提出了如下的非对称不等式猜想: 

BF141 
2

sin
2

sin)1(
6
1 CB

a
bc

R
r

≥+  

BF179 )()( cssbss
a

Rs
ra −+−≥+  

BF193 
222222

22222

2
9

accbba
caba

bc

a

++
+

⋅≥∑
 

(其中不等式BF193可推广为 cba ,, 为任意正数). 

BF200(b) )2(
2

tan
9
4

)(
c

ba
b

caA
cba

+
+

+
+•∆≥+ ∑  

最近刘先生又在中国不等式研究小组的网站中提出如下的 

猜想 2
2

≥
+

+
+

+
+ cb

a
ca

b
ba

c
                  (*)  

笔者在拙作[2],[3]用“u—v”代换法证明了一些不等式猜想,下面用“u—v”代换法从新的角度给出以
上几个猜想的证明. 

 
1. BF141的证明 

[证明] 
2

sin
2

sin6)1(
2

sin
2

sin)1(
6
1 CB

a
bc

R
rCB

a
bc

R
r

≥+⇔≥+  

ab
bsas

ca
ascs

a
bc

abc
csbsas ))(())((

6
))()((4

1
−−

⋅
−−

≥



 −−−

+⇔  

bca

csbsas
bca

bccsbsasabc ))(()(6)])()((4[
2

−−−
≥

−−−+
⇔  

abc
csbsas

bca
csbsasabc ))(()(6))()((4

2

−−−
≥

−−−+
⇔  

))(()(6))()((4 csbsasacsbsasabc −−−≥−−−+⇔  
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))(()(36)])()((4[ 222 csbsasacsbsasabc −−−≥−−−+⇔           (1) 

    先作代换 )0,,(,
)1(
)1(

)(

>








+=
+=

+=

z
zc
zb

za

µλ
µ
λ

µλ

,则不等式(1) 

6262 )(36]4)1)(1)([( zz λµµλλµµλµλ +≥++++⇔  

λµµλλµµλµλ 22 )(36]4)1)(1)([( +≥++++⇔                     (2) 

再作代换 λµµλ =+= vu , ,则 0,0 >> vu ,从而不等式(2) 

036]4)1([36]4)1([ 2222 ≥−+++⇔≥+++⇔ vuvvuuvuvvuu  

02)8262()168( 2342322 ≥++++−+++⇔ uuuvuuuvuu            (3) 

不等式(3)的判别式 0)2(144 23 ≤−−=∆ uu ,所以不等式(3)显然成立,从而BF141获证. 
 

2. BF179的证明 

[证明] )()( cssbss
a

Rs
ra −+−≥+  

)(
)(4

)(4
)(

4

2

csbss
as

asbcs
csbss

bcs
as

−+−≥
−∆

−+∆
⇔−+−≥

∆
+

−
∆

⇔  

)())()(()(4]))((4)[( csbscsbsasassbccsbsass −+−−−−−≥+−−−⇔  

)())()((4]))((4[ csbscsbsasbccsbs −+−−−−≥+−−⇔  

]))((2)[)()((16]))((4[ 2 csbsacsbsasbccsbs −−+−−−≥+−−⇔     (4) 

先作代换 )0,,(,
)1(
)1(

)(

>








+=
+=

+=

z
zc
zb

za

µλ
µ
λ

µλ

,则不等式(4) 

442 ]2[16)]1(4[ zz λµµλλµµλλµλµ ++≥++++⇔  

]2[16)]1(4[ 2 λµµλλµµλλµλµ ++≥++++⇔            (5) 

再作代换 λµµλ =+= vu , ,则 0,0 >> vu ,且
4

2u
v ≤ 从而不等式(5) 

]2[16)]1(4[ 2 vuvvuv +≥+++⇔  

]2[16]15[ 2 vuvvu +≥++⇔                    (6) 

又令 vt = ,则
2

,0
u

tt ≤> ,从而不等式(6) 

0]2[16]15[]2[16]15[ 222222 ≥+−++⇔+≥++⇔ tuttututtu  

01103225)62( 23422 ≥++−+−+⇔ tttutu             (7) 

不等式(7)的判别式 0)1(64 22 ≤−−=∆ tt ,所以不等式(7)显然成立,从而BF179获证. 
 

3. BF193的证明 

[证明] 
222222

22222

2
9

accbba
caba

bc

a

++
+

⋅≥∑
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)(92 222222 cbbcacba +≥⋅⇔ ∑∑ 2

22

22

22

4

22

2

22

9]][1[2
a

cb
a
bc

a
cb

a
cb

a
cb +

≥
+

+
+

+⇔                

(8) 

先作代换 µλ ==
a
c

a
b

, ,则 0,0 >> µλ ,从而不等式(8) 

)(9))(1(2 22222222 µλλµµλµλµλ +≥++++⇔              (9) 

再作代换 λµµλ =+= vu , ,则 vuvu 4,0,0 2 ≥>> ,从而不等式(9) 

)2(9)2)(21(2 2222 vuvvvuvu −≥+−−+⇔  

0)2(9)2)(21(2 2222 ≥−−+−−+⇔ vuvvvuvu  

04284)2172(2 23224 ≥−+−+−+⇔ vvvuvvu                 (10) 

令 )4(,4284)2172(2)( 2232242 vuvvvuvvuuf ≥−+−+−+= ,则欲证不等式(10)只需证

)4(,0)( 22 vuuf ≥≥ .易得函数 

)4(,4284)2172(2)( 2232242 vuvvvuvvuuf ≥−+−+−+=  

的对称轴为
4

2172 2
2 +−

−=
vv

u ,不难证明 v
vv

4
4

2172 2

<
+−

− ,所以函数 f 在区间 ),4[ +∞v 上关

于 2u 单调递增.从而 

    0)1(4)4()( 22 ≥−=≥ vvvfuf  
即不等式(10)成立,从而BF193获证. 

 
4. BF200(b)的证明 

[证明] 刘保乾先生指出因为有 ∑ ∑∑ −−=∆ 22 )(
2

tan4 cba
A

,所以BF200(b)可加强为 

222 )())(]()([)(9 cbbccbacbcbacbabc −≥+++−−−+ ∑ ∑    (11) 

下面来证加强式(11),不等式(11) 
22 )(]}2)[(9){( cbbcabccbaabccb −≥−++−+⇔ ∑ ∑            (12) 

先作代换 )0,,(,
)1(
)1(

)(

>








+=
+=

+=

z
zc
zb

za

µλ
µ
λ

µλ

,则不等式(12) 

)1(9)])(1(8)1)(1)((9[)2( 5 ++≥++++−+++⋅++⇔ vuzλµµλµλµλµλµλ  
52 )4( zvu −•                (13) 

再作代换 λµµλ =+= vu , ,则 vuvu 4,0,0 2 ≥>> ,从而不等式(13) 
525 )4)(1(9)])(1(8)1(9)[2( zvuuzvuuvuuu −+≥++−+++⇔  

)4)(1(9)])(1(8)1(9)[2( 2 vuuvuuvuuu −+≥++−+++⇔  

0)4)(1(9)])(1(8)1(9)[2( 2 ≥−+−++−+++⇔ vuuvuuvuuu  

04)6(222 22 ≥++−+⇔ vvuuu  

01222)2( 22 ≥−+++−⇔ vuuvuvu                     (14) 

    由均值不等式易得: 3 42 4322 vuuuvu ≥++   ,又 vu 42 ≥ ,所以 
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vvvuuuvu 12)4(34322 3 33 42 =≥≥++  

即 012222 ≥−++ vuuvu ,所以不等式(14)成立,从而加强式(11)获证. 
 

5. 不等式(*)的证明 

)(2
2

2
2

ca
b

ba
c

cb
a

cb
a

ca
b

ba
c

+
+

+
−≥

+
⇔≥

+
+

+
+

+
 

))((
)(2)(22 222

caba
cbbcacba

cb
a

++
+−+++

≥
+

⇔

2222

))((
)(2)(22








++

+−+++
≥

+
⇔

caba
cbbcacba

cb
a

               (15) 

先作代换 )0,,(,
)1(
)1(

)(

>








+=
+=

+=

z
zc
zb

za

µλ
µ
λ

µλ

,则不等式(15) 

222

)12)(12(
)())(2()(2

2
)(2









++++

−−+++++
≥

++
+

⇔
µλµλ

µλµλµλµλ
µλ

µλ
             (16) 

再作代换 λµµλ =+= vu , ,则 vuvu 4,0,0 2 ≥>> ,从而不等式(16) 

2222

2

2

2

)2)(2(4)132(2
132

422
2

2
vuuuvuuu

vuu
vuu

u
u

+++≥+++⇔







+++

++
≥

+
⇔  

2222 )2)(2(2)132( vuuuvuuu +++≥+++⇔
0)2)(2(2)132( 2222 ≥+++−+++⇔ vuuuvuuu  

0)167()14184(2342 2232345 ≥+−++−++++⇔ vuvuuuuuuuu  

0)
4

()167(
4

)14184(2342 2
22

232345 ≥⋅+−⋅++−++++⇐
u

u
u

uuuuuuuu  

0)2()23(
16
1 22 ≥−+⇔ uuu                     (17) 

不等式(17)显然成立,所以不等式(*)获证. 
 

参考文献 
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[2] 吴裕东.证明一类三角形不等式的 u—v代换法.《BOTTEMA,我们看见了什么——三角形几何不等式研究的新理论、新方法
和新结果》(刘保乾著)[M].拉萨:西藏人民出版社,2003年 1月,P573—578. 
[3] 吴裕东. “u—v”代换法与几个不等式的证明.不等式研究通讯[J],2003年第 4期. 
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两个规范几何量不等式猜想的统一证明 
 

吴裕东 
(浙江省新昌中学 312500) 

 
西藏刘保乾先生在文[1]提出了如下的规范几何量不等式猜想: 

BG22 

t

a

t

aa

a
t rl

r
lr

l








−

+







+

≥
2
2

 

aa wlt == ,1 ; aa mlt == ,1 ; aa klt == ,1 ; )(,1 asslt a −== ; 

)(
2
1

,1 cba rrlt +== ; 
a

a
a h

w
lt

2

,1 == ; 
a

a w
ass

lt
)(

,1
−

== ;  

时反向}{
)(

,1 a
a

a m
ass

lt ∆
−

== ; aa hlt =−= ,
2
1

时反向成立. 

BG91(a) 1
2

≤+
+
−

aaa

a

l
r

lr
rl

 

;
)(

;;;)(;;
2

a
a

a

a
aaaaaaaa w

ass
l

h
w

lklasslmlwl
−

===−===
( )

a
a

s s a
l

m
−

=  

1
{ } ; ( ); ;

2 sin
2

a a b c a

r
l r r l r

A
∆ = + = +时反向 ),,(2 aaaa

a

a
a whml

r
l

rrl =′
′

⋅+= . 

(b)* 
a

a

aaa

a

l
h

l
r

lr
rl

≥+
+
− 2

(此式为刘先生在来信中提出) aaaaaa mlwlhl === ;; 等. 

下面给出这两个规范几何量不等式猜想的统一证明. 

[证明] 当 1=t 时, 1
2
2

≤
−

+
+

⇔







−

+







+

≥
rl

r
lr

l
rl

r
lr

l

aaa

a

t

a

t

aa

a
t  

))(()()( aaaaaaa lrrllrrrll +−≤++−⇔  

aaaaaaaaaa rrlrrrrrrlrrlrrl −−≤⇔−−+≤+⇔ )()(22
 

a
a

a
a h

aass
sas

ass
rr

rr
l =

∆
=

−−
∆

=
−

−
∆

−
∆

=
−

≥⇔
2

)(
2

)
11

(

)(
2

2

2

 

而 )()(2)(1
2

aaaaaaa
aaa

a rlllrrrll
l
r

lr
rl

+≤++−⇔≤+
+
− 2 22a a a a a al rl rr l r l⇔ + + ≤ +  

2 ( ) 2a a a a a a arl rr r l r r l rr⇔ + ≤ ⇔ − ≥ a
a

a
a h

rr
rr

l =
−

≥⇔
2

 

又 )()(2)(
2

aaaaaaa
a

a

aaa

a lrhlrrrll
l
h

l
r

lr
rl

+≥++−⇔≥+
+
−
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02)(2 22 ≥−+−+⇔+≥++⇔ aaaaaaaaaaaaa rhrrlhrllhrhrrrll  

0)(0)()( 22 ≥−−+⇔≥−−+−+⇔ aaaaaaaaaaa rhlhrlrhhrrlhrl  

aaaaa hlrlhl ≥⇔≥+−⇔ 0))((  

由上面的过程可以发现当 1=t 时 BG22与 BG91(a)、(b)等价! 

不难知道: aa
a

a h
A

r
rwass

w
ass

m ≥+≥≥−≥
−

≥

2
sin

)(
)(

, a
a

a h
h

w
≥

2

及 aa hk ≥ . 

下证 acb hrr ≥+ )(
2
1

:  
acsbs

hrr acb
∆

≥
−

+
−

∆
⇔≥+

2
)

11
(

2
)(

2
1

 

0)]()[())((4
2

))((2
)()( 22 ≥−−−⇔−−≥⇔≥

−−
−+−

⇔ csbscsbsa
acsbs

csbs
 

所以 acb hrr ≥+ )(
2
1

. 

利用锐角三角形中熟知的不等式 )cos1( ARma +≤ 不难证明: }{
)(

aa
a

h
m

ass
∆≤

−
. 

容易证明当 aa hl ≥′
时有: a

a

a
aa

a

a
aa

a

a h
r
h

rrhw
r
w

rrhm
r
m

rr ≥⋅+≥≥⋅+≥≥⋅+ 2,2,2 . 

最后证明当 aa hlt =−= ,
2
1

时, 

t

a

t

aa

a
t rl

r
lr

l








−

+







+

≤
2
2

 

221122 ≥−++⇔≥
−

+
+

⇔
r
h

h
r

r
rh

h
rh a

a

aa

a

aa  

22221
2

)(2
1 ≥

+
+

−+
+

⇔≥−+
−

+⇔
a

cb
acb

cb
a
s

as
a

8
2

≥




 ++
−+

+⇔
a

cb
acb

cb      (1) 

令 u
a

cb
=

+
,则 1>u ,从而不等式(1) 

8
1

2
1

8
1

2
1

8
1

2
2

≥
−

+
−

⇔≥
−

++
−

⇔≥









+

−
⇔

u
u

u
u

u
u

u
u

u
u

u
u

                  (2) 

再令 )0(
1

>=
−

tt
u
u

,则不等式(2) 

20)2)(4(08282 22 ≥⇔≥−+⇔≥−+⇔≥+⇔ ttttttt 2
1

u
u

⇔ ≥
−

 

22 1 ( 1) 2 1 1 0 ( 1 1) 0u u u u u⇔ ≥ − ⇔ − − − + ≥ ⇔ − − ≥                             (3) 
不等式(3)显然成立,至此两个规范几何量不等式猜想证毕. 

 
参考文献 

 
[1] 刘保乾著.《BOTTEMA,我们看见了什么——三角形几何不等式研究的新理论、新方法和新结果》[M].拉萨:西藏人民出版
社,2003年 1月,P232—270. 
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三角形中Vasic不等式的加强 
 

姜卫东 
（黑龙江农业经济职业学院 157041） 

 
在 ABC∆ 中,设 zyx ,, 是任意正数,则 

)(
2
3

sinsinsin
z
xy

y
zx

x
yz

CzByAx ++≤++          （1） 

（1）是Vasic 在1969年获得的一个重要不等式. 
本文将（1）加强为: 

定理:在 ABC∆ 中,设 zyx ,, 是任意正数,则有 

2222222 )(
4
1

sinsinsin
z
xy

y
zx

x
yz

CzByAx ++≤++             （2） 

证明: 
设 ABC∆ 的三边长分别为 cba ,, ,由三角形中的射影定理及柯西不等式可得: 

))(coscos(

)coscos(

22

2

22

2
222222

22

zx
c

yx
b

BxzCyx

BcCba

++≤

+=
             （3） 

4

2

2

2

2

2

2

22

2

22

2

2
222222 coscos x

z
c

y
b

x
a

zx
c

yx
b

a
BxzCyx ⋅

+
=

+
≥+∴      （4） 

同理可得: 

4

2

2

2

2

2

2

222222 coscos y

z
c

x
a

y
b

AzyCyx ⋅
+

≥+∴              （5） 

4

2

2

2

2

2

2

222222 coscos z

y
b

x
a

z
c

BxzAzy ⋅
+

≥+∴               （6） 

记
2

2

2

2

2

2

z
c

y
b

x
a

p ++= ,（4）（5）（6）三式相加,并再次应用柯西不等式可得: 

4

2

2

2

2

2

2

4

2

2

2

2

2

2

4

2

2

2

2

2

2

222222222 )coscoscos(2 z

y
b

x
a

z
c

y

z
c

x
a

y
b

x

z
c

y
b

x
a

CyxBxzAzy ⋅
+

+⋅
+

+⋅
+

≥++
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)(][)]()()[(
2
1 222

2

2

4

2

2

4

2

2

4

2

2

2

2

2

2

zyx

z
c

p

z

y
b

p

y

x
a

p

x
z
c

p
y
b

p
x
a

p ++−
−

+
−

+
−

⋅−+−+−=  

)()(
2
1 4442222 zyxzyx ++−++≥                                            (8) 

由 AA 22 sin1cos −= 等代入（8）整理可得: 

2222222222222 )(
4
1

sinsinsin zyxCxzBxzAzy ++≤++         （9） 

在（9）中作变换: ),,(),,( zyxxyzxyz → 即得定理. 
  
 
 

( )
t

n na

a

h
E a E s

w

  
  =    
∑ 的证明 

 
林 新 群 

（福建省仙游县金石中学  351200） 
 

定理  设 ( )
t

n a
n

a

h
f t a

w
 

=  
 

∑ ,（其中 * , 0n N t∈ ≥ ）,有 

  ( )
t

n na

a

h
E a E s

w

  
  =    
∑ . 

为了证明定理,先给出三个引理: 

引理1 [1]   ( )1 2 1
cos

2 2
n nB C

a a b c+ −
≥ +∑ ∑ ( )2n ≥ . 

引理2    ( ) ( )2

2 n
n n

f t
f t

a
≥

∑
.   

证明    利用柯西不等式得: 

( )

2

2

2

t

n a
t

an a
n n

a

h
a

wh
f t a

w a

  
  
     = = 

 
∑ ∑ ( )

2

2

t

n a

a n
n

h
a

w f t
a a

  
  
   ≥ =

∑

∑ ∑
. 

引理3  ( ) 12

1
2

2
k

k n
nf a−> ∑ （其中 *k N∈ ）.                            （*） 

证明（对k 进行归纳法证明）首先,由引理1得: 

( )
2

11 1
2 2

n n na

a

h
a a b c a

w
− 

≥ + > 
 

∑ ∑ ∑ （其中 *n N∈ ）, 

即 ( ) 1
2

2
n

nf a> ∑ ,故对于 1k = ,式（*）成立；假设对于k ,式（*）成立,则对于 1k + ,利用引理2得 : 
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( ) ( ) 1

2

2
2

1
2

1
2 122

2

k

k

n
k

nk n
n n n

af
f a

a a

−

+

 
 
 ≥ > =

∑
∑∑ ∑

, 

即式（*）也成立,从而对于任意的 *k N∈ ,式（*）恒成立. 

定理的证明  对于任意的 0t ≥ ,总存在一个 *k N∈ ,使 2kt ≤ ,由 ( )nf t 的单调性,及引理3得: 

( ) ( ) ( ) 12

1
0 2

2
k

n k n
n n na f f t f a−= ≥ ≥ >∑ ∑ , 

即                     ( ) 12

1

2
k

n n
na f t a−≥ >∑ ∑ . 

从而,有 

( )( ) ( ) ( )n n
nE f t E a E s= =∑ . 

定理证毕. 
 

参考文献 
 
[1]褚小光  三角形边与角的两个不等式,研究通讯,中国不等式研究小组主办,1998年（第4期）P32-35. 

（证明时间:2003年10月4日） 
 
 

两个轮换对称不等式 
 

褚小光 
（浙江奉化华源步云西裤有限公司    315500） 

 
在文［1］中,西藏刘保乾提出关于三角形边长与中线的两个轮换对称不等式,本文给以证明. 

定理    设 cba mmmcba ，，；，， 分别表示△ABC的三边长和相应的中线,则 

8
9

5
8

22

2

22

2

22

2

≥
+

+
+

+
+

>
ba

m
ac

m
cb

m bac                        （1） 

4
9

40
1397

22

22

22

22

22

22

≥
+
+

+
+
+

+
+
+

>
+

ba
mm

ac
mm

cb
mm cbbaac                  （2） 

证明    先证（1）,（2）的右半边,设 P是△ABC平面上任意一点,则不等式（1）,（2）右半边可分
别推广为 

2
1

22

2

22

2

22

2

≥
+

+
+

+
+ ba

PB
ac

PA
cb

PC
                      （3） 

1
22

22

22

22

22

22

≥
+
+

+
+
+

+
+
+

ba
PCPB

ac
PBPA

cb
PAPC

                （4） 

根据三角形惯性极矩不等式   Rzyx ∈,,  

( )( ) xyczxbyzazPCyPBxPAzyx 222222 ++≥++++             （5） 

在（5）式中取  
22

1
ac

x
+

=    
22

1
ba

y
+

=    
22

1
cb

z
+

=     即得 
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∑ ∑
∑ ∑

+

+
≥

+
+

+
+

+ 224

224

22

2

22

2

22

2

3 cba

cba

cb
PC

ba
PB

ac
PA

                 （6） 

在（5）式中取  
22

1
cb

x
+

=    
22

1
ac

y
+

=    
22

1
ba

z
+

=    则得 

∑ ∑
∑
+

≥
+

+
+

+
+ 224

22

22

2

22

2

22

2

3

2

cba

cb

ba
PC

ac
PB

cb
PA

                  （7） 

欲证（3）式只需证                  
2
1

3 224

224

≥
+

+

∑∑
∑ ∑

cba

cba
 

化简即得                          ∑∑ ≥ 224 cba                 上式显然成立 

而                     1
3

2

3 224

22

224

224

=
+

+
+

+

∑ ∑
∑

∑ ∑
∑ ∑

cba

cb

cba

cba
 

即不等式（6）+不等式（7）,  故不等式（3）,（4）成立. 
再证（1）式左边.（1）式左边等价于 

22

222

22

222

22

222 222222
5
32

ba
bac

ac
acb

cb
cba

+
−+

+
+

−+
+

+
−+

≥  

⇔             







+
−

+
+
−

+
+
−

≥
+

++
− ∑ 22

22

22

22

22

22

22

222

3
4

5
64

ba
ba

ac
ac

cb
cb

cb
cba

 

⇔        
( ) ( )

( )
( )( )( )

( )∏∏
∏ ∑ ∑ ∑

+
−−−

≥
+

+−+
22

222222

22

222622 3
5

2049

cb
cacbba

cb

cbaacb
 

⇔   ( ) ( )( )( )2222222222246 15382920 cacbbacbacbaa −−−≥+++− ∑∑      （8） 

    令 cszbsyasx −=−=−= ，，   则  yxcxzbzya +=+=+= ，，  

则           ( ) ( ) ∑∑∑∑∑ +++++= 33224566 201562 zyzyxzyxxa  

( ) ( ) ( ) ∑∑∑∑∑ +++++=+ 3322456224 8962 zyzyxzyxxcba  

( ) 22223 362820 zyxzyxxyzxxyz ++++ ∑∑  

( ) ( ) 2222333224222 10622 zyxzyxxyzxxyzzyzyxcba ++++++= ∑∑∑∑  

（8）式左边经置换 

( ) 2222246 382920 cbacbaa +++− ∑∑  

( ) ( ) ∑∑∑∑∑ +−+−++= 33322456 656925418 xxyzzyzyxzyxx  

( ) 014241040 2222 >+++ ∑ zyxzyxxyz  

下面仅需对  cba >>   ( )zyx << 情况证明 

而        ( )( )( ) ∑∑∑∑ −+−=−−− 244255222222 5522 zyzyzyyzcacbba  

∑∑ −+ zyxyzyzxyz 22 44  

代入整理等价于 

( ) ( ) ( )4242425555556 76842418 yxxzzyyxxzzyxyzxyzx ++−++++++∑  
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( ) ( )222333242424 9806569274 xyzxyzxyzxxyzzyyxxzzy ++++−+++ ∑∑  

( ) 014241100 222222 >+++ zyxyxxzzyxyz  

上式约去2,整理等价于 

[ 456524334256 129942374638129 zxxxyzyzyzyzyyzz +++++−−+  
3232234432455 464637373838424212 zxyxyxxzxyxzyxzy −−++−−+++  

( ) ( ) ( ) ] 0712550490328 22222222333 >++++++++++ zxyyxxzzyyzxyzxyzyzzyxyz  

因为 zyx <<   显然上式中括号内大于零,故只需证 

0942374638129 6524334256 ≥+++−−+ yzyzyzyzyyzz  

⇔ ( ) 03723
23223 ≥−−+ yzyyzz  

上式显然,故不等式（1）左边获证. 
次证（2）式左边,（2）式左边等价于 

⇔ 







+

++
+

+
++

+
+

++
>

+
22

222

22

222

22

222 444
2

5
1397

ba
cba

ac
bac

cb
cab

 

⇔ 







+
−

+
+
−

+
+
−

>
+

++
−

+ ∑ 22

22

22

22

22

22

22

222

3
255

5
1397

ba
ba

cb
cb

ac
ac

cb
acb

 

⇔ ( ) ( ) ( ) ( )( )( )222222224222 15101322 cacbbacbaacb −−−>+−++ ∑∑∏  

⇔ ( ) ( ) ( ) 2222246 13214131210 cbacbaa +++++− ∑∑  

( )( )( )22222215 cacbba −−−>                      (9) 

    易证（9）式左边为非负,下面仅需对 cba >> 证明,作置换 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑∑ −−+−−++++ 3322456 131276131128136121324 zyzyxzyxx
 

( ) ( ) ( ) ( ) 22223 135657213404201324268 zyxzyxxyzxxyz +++++++ ∑∑  

∑∑∑∑∑ ∑ −+−+−≥ zyxyzyzxyzzyzyzyyz 22244255 606075753030  

⇔ ( ) ( ) ( ) ( ) 334256 1312761311103181361324 zyzyyzz −−−−−++  

( ) ( ) ( ) ( )[ ( )( )5456524 181361324132413642131147 yzxxxyzyzy +−+++++++++

( )( ) ( )( ) ( )( )42342354 131147131110313642 xzyxxyzxzyx ++++−−+++  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2223333232 13403601324268131276 xyzxyzyzzyxyzzxyx +++++++++−−

( ) ( ) ( ) ] 013565721340480 22222 >++++++ zxyyxxzzyyz  

因为 zyx << ,所以上式中括号内显然为零,故只需证. 

( ) ( ) ( ) ( ) 334256 1312761311103181361324 zyzyyzz −−−−−++  

( ) ( ) ( ) 0132413642131147 6524 ≥++++++ yzyzy          (10) 

（10）式两边同乘以( )1324 +  等价于 

( ) ( ) ( ) ( ) 3342562 813104131621261312841324 zyzyyzz −−+−−++  

( ) ( ) ( ) 013241310832413138474 62524 ≥+++++ yzyzy  

⇔           ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 013241332191331324
23223 ≥+−+−−++ yzyyzy  
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显然（10）式成立,故不等式（2）左边获证,综上,从而定理获证. 
    不等式（1）,（2）的对偶形式为 

2
9

10
22

2

22

2

22

2

≥
+

+
+

+
+

>
baaccb mm

b
mm

a
mm

c
                         （11） 

4
45

132194
22

22

22

22

22

22

≥
+
+

+
+
+

+
+
+

>
+

baaccb mm
cb

mm
ba

mm
ac

                    （12） 
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［研 究 信 息］ 

 

1、 设P为凸n边形 nAAA ⋅⋅⋅21 内一点, iiiiiiiii RRtPAAPAR αα cos2 11 += ==∠= ，， , 

当 1sec 2 ≥≥ k
n
π

时,有
2

2

2
2

1

2

1

sec
s

n
tg

k
ntkR

n

i
i

n

i
i π

π
−

≥







−







 ∑∑
==

                           （1） 

2、设 P为△ABC内部一动点,P至BC,CA,AB边的距离分别为 1 2 3r r r， ， . 1 2PA R PB R= =令 ， ， 

 ,3RPC = 则 

1) ( )rRr
k

rrkRR +
−

≥− ∑∑ 4
3

4
3232       ( )1≥k                  （2） 

2)( ) ( ) 22
1

2
1 3

4
s

k
rkR

−
≥− ∑∑      ( )14 ≥≥ k                    （3） 

3) ( )( ) ( )( ) ∑∑∑ −
≥++−++ bc

k
rrrrkRRRR

3
4

31213121    ( )14 ≥≥ k        （4） 

4)
( )

R
k

c
rr

b
rr

a
rr

k
c
RR

b
RR

a
RR ∆−

≥





 ++−++

3
4211332211332    ( )1>k          （5） 

注:不等式（3）可由不等式（1）的特例. (褚小光提出并证明) 
 
 

［问题与解答］ 
 

1、一个不等式的解答 
刘健曾证明得到 

8
1

coscoscos
222

222 ≤⋅⋅





 ++ CBA

C
tg

B
tg

A
tg                  （1） 
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根据已知恒等式               
( )

2

22

4
2

coscoscos
R

rRs
CBA

+−
=⋅⋅                       （2） 

即知                                
2

2

2
coscoscos

R
r

CBA ≤⋅⋅                          （3） 

不等式（3）等价于Gerretsen不等式 ，222 344 srRrR ≥++ 根据已知不等式 

1
222222222

222 =++≥++
B

tg
A

tg
A

tg
C

tg
C

tg
B

tg
C

tg
B

tg
A

tg             （4） 

易验证不等式（3）强于不等式（1）,下面给出不等式（3）的加强. 
    定理    在△ABC中,有 

2

2
222

2
coscoscos

222 R
r

CBA
C

tg
B

tg
A

tg ≤⋅⋅





 ++                （5） 

    证明    据已知等式   ，
as

rA
tg

−
=

2
    ，

bc
acb

A
2

cos
222 −+

=  （5）等价于 

( ) ∏∑ ≤
−+

⋅
− 2

2222

2

2

22 R
r

bc
acb

as
r

 

令 ，，， cszbsyasx −=−=−=  即 yxcxzbzya +=+=+= ，，  则上式等价于                   

( )[ ] ( )zyxxyzyzzyxx
x

++≤−++⋅∏∑ 8
1

2
 

⇔  [ ] ∑∏ ∑∑ ≤−⋅ xzyxyzxxzy 33322 8  

上式展开整理得 

( ) ( ) ( )∑∑∑∑ +−+−++ 33422555446 222 zyxxyzzyxxyzzyzyx  

∑∑ ≥++ 022 3334222 xzyxxzyx  

( ) ( ) ( ) ( )23 3 2 2 2 3 3 2 2 0x x y z x y z y z y z y z ⇔ + + + − + − ≥ ∑  

不妨设 zyx ≤≤  则易证     

( ) ( ) ( ) 022332223 >+−+++ yxyxyxzyxz  

( ) ( ) ( ) 022332223 >+−+++ xzxzxzyxzy  

yx ≤ ( ) ( )22 xzzy −≤−  

所以欲证（6）式,只需证 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02233222322332223 >+−+++++−+++ xzxzxzyxzyzyzyzyxzyx  

⇔                             ( ) 02 22 >+ yxyx  

显然成立,故定理证毕. 

(褚小光解答) 

2、热点问题4的探讨  
此问题是:求使  

                ∑ −≥++− 2)cb(k)cba)(Rr2R(                   （*）  
恒成立的最大 k值.(刘保乾提出)  

易知（*）⇔ )r3Rr12s(k)Rr2R(s 22 −−≥− ,它可化为 s ≤ ƒ(R, r)的形式,于是据文[1]
或[2],可作代换:R = 2, r = 1–x2, s2 = (1–x)(3+x)3   (–1 < x ≤ 0)  
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化为          
x1x2

)x11(x3
k

2

2

−

−−+
≤ = ƒ(x)    (–1 < x < 0)  

令ƒ′(x0) = 0,得    x0
4 + 9x0

3 + 19x0
2 – 9x0 – 12 = 0   (–1 < x0 < 0)  

从而可求得 x0 = –0.6677⋅⋅⋅,于是有  
                  ƒ(x)min = ƒ (x0) = 0.338960884⋅⋅⋅  
故使（*）成立的最大 k = 0.338960884⋅⋅⋅.（如何证明它是方程 27648k8 – 795456k6 + 95792k4 – 
556k2 + 1 = 0 的根？）  

参 考 文 献 
[1] 陈胜利. 证明一类不等式的新方法— —等量替换法. 福建中学数学, 1993(3).  
[2] 陈胜利. 三元不等式的简化证法综述. 见刘保乾:《BOTTEMA,我们看见了什么》, 西藏人民出版社, 2003年 1月第一版.  

陈胜利（福建省南安市五星中学 362341） 
 
 

3、一个不等式链的证明 
近日西藏刘保乾先生在来信中提出如下的不等式猜想: 

2222 )(4sin)()( cb hhAcbcb −≥∆−+≥−           (1) 

下面给出不等式链(1)的证明. 
[证明] 2222 )(4sin)()( cb hhAcbcb −≥∆−+≥−  

2222 )(sin2sin)()( cb hhAbcAcbcb −≥−+≥−⇔  

2
2

22 4sin)()( ∆⋅





 −

≥−≥−⇔
bc

cb
Acbcb

Acb
bc

cb
Acbcb 222

2
22 sinsin)()( ⋅






 −

≥−≥−⇔

AcbAcbcb 2222 sin)(sin)()( −≥−≥−⇔              (2) 

    因为 AA 2sinsin1 ≥≥ ,所以不等式链(2)显然成立,从而不等式链(1)得证. 
(吴裕东,浙江省新昌中学 312500) 

 
 

4、BW81的证明 
西藏刘保乾先生在文[1]提出了如下完全对称不等式猜想: 

BW81 22

2
sin ah

A
s

R
r ∑≥  

下面给出BW81的证明. 

[证明] ∑∑
−−

∆≥⇔≥
bca

csbs
s

R
r

h
A

s
R
r

a 2
2222 ))((

4
2

sin  

∑∑
−−

≥⇔
−−

≥⇔
bca

csbs
Rr

bca

csbs
srs

R
r

22
222 ))((

41
))((

4          (1) 

易知
22

)()(
))((

acsbs
csbs =

−+−
≤−− ; 
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22
)()(

))((
bascs

ascs =
−+−

≤−− ; 

22
)()(

))((
cbsas

bsas =
−+−

≤−− . 

所以欲证不等式(1)只需证更强式:   ∑∑ ≥⇔≥
bca

Rr
bca

a
Rr

1
21

2
41

2
 

∑∑∑∑ ≥⇔≥⇔≥⇔≥⇔ bcsbc
s

bc
Rrs
Rr

bc
abc

Rr
2

2
1

1
4
2

1
2

1  

∑∑ ≥⇔ bca                   (2) 

   不等式(2)显然成立,所以不等式(1)得证,即BW81获证. 
 

参考文献 
[1] 刘保乾著.《BOTTEMA,我们看见了什么——三角形几何不等式研究的新理论、新方法和新结果》[M].拉萨:西藏人民

出版社,2003年 1月,P372. 
(吴裕东 浙江省新昌中学 312500) 

 
 

5、BG69的证明 
西藏刘保乾先生在文[1]提出了如下的规范几何量不等式猜想: 

BG69 
2

sin

2
sin)()

2
sin1)((

2
sin)( A

A
rl

A
rl

A
rl

rl
r

aaa

aa

aa

a ≥
+++−

+
≥

+
 

    .)(; asslwl aaa −==  

    下面给出BG69的证明. 

[证明] 为了方便,我们记
2

cos,
2

sin
CB

x
A −

==δ ,则 1≤< xδ . 

(i) 当 aa wl = 时,则根据文[3]易得: 
δ

δ
−

+=
+

x
x

w
rw

a

aa 1 , 
δδ

δ
−+

=
+ x

x
rw

r

aa

a

)1(
 

及 
δ

δ
+

−=
−

x
x

w
rw

a

a 1 . 

    先证左边的不等式. 

    

2
sin)()

2
sin1)((

2
sin)(

A
rw

A
rw

A
rw

rw
r

aaa

aa

aa

a

+++−

+
≥

+
 

2
sin)

2
sin1(

2
sin

A
w

rwA
w

rw

A
w

rw

rw
r

a

aa

a

a

a

aa

aa

a

+
++

−

+

≥
+

⇔
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δ
δ

δ
δ

δ
δ

δ
δ

δ

δδ
δ

)1()1)(1(

)1(

)1(
−

+++
+

−

−
+

≥
−+

⇔

x
x

x
x

x
x

x
x

 

0
)1()1)(1(

)1(

)1(
>=

−
+++

+
−

−
+

−
−+

⇔
δ

δ
δ

δ
δ

δ

δ
δ

δ

δδ
δ

x
x

x
x

x
x

x
x

 

0
)]21()21()1][()1[(

])1)[(1)((
222

2

≥
+−+++−+

++−−
⇔

δδδδδδδ
δδδδ

xxx
xxx

                   (1) 

不等式(1)显然成立,故当 aa wl = 时左边的不等式获证. 

再证右边的不等式. 

2
sin

2
sin)()

2
sin1)((

2
sin)( A

A
rw

A
rw

A
rw

aaa

aa

≥
+++−

+
δ

δ
δ

δ
δ

δ
δ

δ
δ

δ

≥

−
+++

+
−

−
+

⇔
)1()1)(1(

)1(

x
x

x
x

x
x

 

0
)21()21()1(

)1(2
222

4

≥
+−+++

−
⇔

δδδδδ
δ

xx
x

                             (2) 

不等式(2)显然成立,故当 aa wl = 时右边的不等式获证,即当 aa wl = 时该规范几何量不等式成立. 

(ii) 因为 

2
sin)()

2
sin1)((

2
sin)(

A
rl

A
rl

A
rl

rl
r

aaa

aa

aa

a

+++−

+
≥

+
 

0

2
sin)()

2
sin1)((

2
sin)(

≥
+++−

+
−

+
⇔

A
rl

A
rl

A
rl

rl
r

aaa

aa

aa

a 0
])1()21)[((

)1(2

≥
+−+++

+−+−
⇔

rrlrl
rrlrl

aaaa

aaaa

δδδ
δδ

 

0)1(2 ≥+−+−⇔ aaaa rrlrl δδ 0)1(2 ≤++−⇔ aaaa rrlrl δδ  

    所以当 )( assla −= 时,左边的不等式 

0)1()()( ≤++−−−⇔ aa rrassrass δδ 0
)(

)1()()(
2

≤
−

∆
++−

−
∆

−−⇔
ass

ass
as

ass δδ  

0))()(1())(()( ≤−−++−−−−⇔ csbscsbssass δδ  

))(())()(1()( csbsscsbsass −−≤−−++−⇔ δδ  

))(()])()(1()([ 22 csbsscsbsass −−≤−−++−⇔ δδ                          (3) 
根据文[3]不难知不等式(3) 

))(1(16)])(1(4))(1(4[ 22224222222222 δδδδδδδδδ −−≤−++−−⇔ xRxRxR 2)( δ+⋅ x  
222224222224 ))()(1(16)()1(16 δδδδδδδ +−−≤−+⇔ xxRxR  

))(1())(1())(1()()1( 22222 δδδδδδδδ +−≤−+⇔+−≤−+⇔ xxxx  
122)1()1()1()1( ≤⇔≤⇔−+−≤+−+⇔ xxxx δδδδδδδδ  
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故当 )( assla −= 时,左边的不等式成立. 

又因为
2

sin

2
sin)()

2
sin1)((

2
sin)( A

A
rl

A
rl

A
rl

aaa

aa

≥
+++−

+
 

0
2

sin

2
sin)()

2
sin1)((

2
sin)(

≥−
+++−

+
⇔

A
A

rl
A

rl

A
rl

aaa

aa

0
)1()21(

2)1()1( 2

≥
+−++
−−++

⇔
rrl

lrr

aa

aa

δδδ
δδδδδ

 

02)1()1(02)1()1( 2 ≥−−++⇔≥−−++⇔ aaaa lrrlrr δδδδδδδδ  
222 4])1()1[(2)1()1( aaaa lrrlrr δδδδδδ ≥−++⇔≥−++⇔  

    所以当 )( assla −= 时,右边的不等式 

)(4])1()1[( 22 assrr a −≥−++⇔ δδδ               (4) 

根据文[3]不难知不等式(4) 
))(1(4)])(1(2))(1(2[ 222222 δδδδδδδδδ −−≥+−+−+⇔ xRxRxR  

))(1(4)])(1())(1[(4 22222222 δδδδδδδδ −−≥+−+−+⇔ xRxxR  

0))(1(]22[))(1(]22[ 2222222222 ≥−−−−⇔−−≥−⇔ δδδδδδ xxxx  

0)13(8)3( 22222 ≥++−+⇔ δδδδ xx                (5) 

不等式 (5) 的判别式 0)1()1(12 222 <−+−=∆ δδδ , 所以不等式 (5) 显然成立 , 故当

)( assla −= 时右边的不等式获证,即当 )( assla −= 时该规范几何量不等式成立. 

综上可知BG69获证. 
  

参考文献 
 
[1] 刘保乾著.《BOTTEMA,我们看见了什么——三角形几何不等式研究的新理论、新方法和新结果》[M].拉萨:西藏人民出版
社,2003年 1月,P260. 
[2] 张小明.三角形不等式的”B—C”证法.不等式研究(杨学枝主编)[M].拉萨:西藏人民出版社,2000.6,P9—14. 

[3] 阙浩涛.“
2

CB −
证法”的相关恒等式及应用.《BOTTEMA,我们看见了什么——三角形几何不等式研究的新理论、新方

法和新结果》(刘保乾著)[M].拉萨:西藏人民出版社,2003年1月,P512—522. 
(吴裕东、浙江省新昌中学 312500) 

 
 

6、LBQ71的修正及证明 
西藏刘保乾先生在文[1]提出如下猜想: 

LBQ71 )3612()363(
2

++−+≤∑ R
r

rsha  

安徽张维进老师在文[2]否定了LBQ71.经过探索发现 LBQ71可以修正为: 

R
r

rsha

2

)3612(3 −++≤∑            (1) 

下面给出不等式(1)的证明. 
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[证明] 不等式(1)
R
r

rs
a

2

)3612(3
1

2 −++≤∆⇔ ∑  

R
r

rs
a

bc 2

)3612(32 −++≤∆⇔
∏
∑

R
r

rsrRrs
Rrs
rs 2

22 )3612(3)4(
4
2

−++≤++⇔  

R
r

rsrRrs
R

2
22 )3612(3)4(

2
1

−++≤++⇔  

222 )31224(624 rRrRsrRrs −++≤++⇔ 22 )31223(22 rRrRss −++≤⇔      (2) 

不等式(2)可化为 ),( rRfs ≤ 的形式,于是根据文[3]可作代换: 

)01()3)(1(,1,2 32 ≤<−+−=−== xxxsxrR . 

从而不等式(2) 
22233 )1)(31223()1(4)3)(1(4)3)(1( xxxxxx −−+−++−≤+−⇔  

3234 )3)(1(4312)32432(8)31224( xxxxx +−≤+−+−+−⇔  

0]312)32432(8)31224[()3)(1(16 22343 ≥+−+−+−−+−⇔ xxxxx  

90)98360()39324()33663[()1)(1(16 2322 +−+−+−+−⇔ xxxxxx 0]348 ≥−  

034890)98360()39324()33663( 23 ≥−+−+−+−⇔ xxx       (3) 

  令 )01(34890)98360()39324()33663()( 23 ≤<−−+−+−+−= xxxxxf .则欲证

不等式(3)只需证:  )01(,0)( ≤<−≥ xxf ,容易得到: 

98360)1338(6)347(27)( 2 −+−+−=′ xxxf , 

而 0395184164844)98360)(347(108)1338(36 2 <−=−−−− ,且 

0)347(27 >− ,所以 0)( >′ xf ,从而 f 在区间 ]0,1(− 上严格单调递增,所以 

034886)1()( >−=−≥ fxf  
从而不等式(3)成立,进而可知不等式(1)成立. 

 
参考文献 

 
[1] 刘保乾.110个有趣的不等式问题.不等式研究(杨学枝主编).拉萨:西藏人民出版社.2000.6,P399. 
[2] 张维进.对两道猜想的否定.不等式研究通讯.2003年第 1期.P30—32. 
[3] 陈胜利.三角形不等式的简化证法.不等式研究(杨学枝主编).拉萨:西藏人民出版社.2000.6,P3—8. 

(吴裕东、浙江省新昌中学 312500) 
 
 

7、利用函数单调性证一个规范几何量不等式 
西藏刘保乾先生于2003年7月13日在中国不等式研究小组的网站(http://zgbdsyjxz.nease.net/yx/43.doc)

中提出如下的一个规范几何量不等式猜想: 

在△ABC中,设 aε 的规范值为
1
2

,则有不等式 

1 1
sin sin sin sin

2 2 2 2 2a
a

B C B C
ε

ε
 

+ ≥ + + 
 

, 
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其中 aε = ,sin , ,
2

a

a a a

ra A r
b c w r w r+ − +

. 

下面给出这个猜想的证明. 

[证明] 容易知道函数 )
1

(
2
1

)(
x

xxf += 在区间 ]1,0( 上单调递减.利用张小明老师在文[1]提出的“B—C

法”不难证明 0
2

sin1 >
−

≥≥
+

≥
+

>
rw

rA
rw

r
cb

a

aaa

a ,所以 

)()
2

(sin)()(
rw

r
f

A
f

rw
r

f
cb

a
f

aaa

a

−
≤≤

+
≤

+
. 

因而欲证上述规范几何量不等式只需证: 

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin)(

CBCB
cb

a
f ++≥

+ 2
sin

2
sin

2
sin

2
sin)(

2
1 CBCB

a
cb

cb
a

++≥
+

+
+

⇔ （1) 

   为了方便,我们记
2

cos,
2

sin
CB

x
A −

==δ ,则 10 ≤<< xδ . 

   由文[2]不难知道不等式(1) 

2
sin

2
sin)]([

2
1

)(
2
1

2
sin

2
sin)(

2
1 22 CB

x
x

x
x

CBx
x

+≥−−
+

⇔−++≥+⇔ δ
δ

δ
δ

δ
δ

 

)
2

sin
2

(sin2
)1(

)
2

sin
2

(sin2)(
22222 CB

x
xxCB

x
x

x
+≥

++−
⇔+≥−−

+
⇔

δ
δδδ

δ
δ

δ
 

)
2

sin
2

(sin2)1( 222 CB
xxx +≥++−⇔ δδδδ  

2222222 )
2

sin
2

(sin4])1[(
CB

xxx +≥++−⇔ δδδδ  

)1)(1(4])1[( 222222 δδδδδ −+≥++−⇔ xxxx  

0)1)(1(4])1[( 222222 ≥−+−++−⇔ δδδδδ xxxx 0])1[()( 22 ≥−−+⇔ δδδ xx      (2) 
    不等式(2)显然成立,从而该规范几何量不等式得证. 
 

参考文献 
 

[1] 张小明.三角形不等式的”B—C”证法.不等式研究(杨学枝主编)[M].拉萨:西藏人民出版社,2000.6,P9—14. 
   [2] 阙浩涛.“( ) / 2B C− 证法”的相关恒等式及应用.《BOTTEMA,我们看见了什么——三角形几何不等式研究的新理

论、新方法和新结果》(刘保乾著)[M].拉萨:西藏人民出版社,2003年 1月,P512—522. 

(吴裕东、浙江省新昌中学 312500) 
 

8、BF146的证明 
西藏刘保乾先生在文[1]提出了如下的非对称不等式猜想: 

BF146 
t

t
a

t
c

t
b A

r
hh







+









 +
≥

2
sin2

2
1

4
1

1                   (∗ ) 

当 1=t 时成立; 当 1−=t 时反向成立. 
下面给出BF146的证明. 
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[证明] 为了方便,我们记
2

cos,
2

sin
CB

x
A −

==δ ,则 10 ≤<< xδ . 

先证当 1=t 时不等式(∗ )成立. 

2
sin

4
))((

1
2

sin
4
1

1
A

bc
acbcbA

r
hh

a

cb +
−++

≥⇔+






 +
≥               (1) 

由文[3]我们不难知道不等式(1) 

22
2

)1()()1(
)1(

1 δδδδδδδδδ
δ

δ
+−≥⇔++−≥+⇔+

+
−

≥⇔ xxxx
x

x
 

0)1)(1( ≥−−⇔ xδδ                     (2) 

    因为 1≤< xδ ,所以不等式(2)显然成立,从而当 1=t 时不等式(∗ )成立. 
再证当 1−=t 时不等式(∗ )反向成立. 

2
sin4

1
)(4

1
2

sin2
2
1

4
1

1
1

1
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    由文[3]我们不难知道不等式(3) 
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    当 031 =− δ 即当
3
1

=δ 时,不等式(4)显然成立. 

    当 031 >− δ 即当
3
1

0 << δ 时,欲证不等式(4)只需证 

    04)31( 22 ≥⇔−≥− δδδδδ          (5) 
    不等式(5)显然成立,所以此时不等式(4)成立. 

    当 031 <− δ 即当 x<< δ
3
1

时,欲证不等式(4)只需证 

    0)12(0144431 222 ≥−⇔≥+−⇔−≥− δδδδδδ             (6) 
    不等式(6)显然成立,所以此时不等式(4)成立. 
    这样当 1−=t 时不等式(∗ )反向成立.    综上可知BF146获证. 
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9、一个不等式问题的探讨 
西藏刘保乾先生于2003年7月 20日在中国不等式研究小组的网站中提出如下的不等式问题: 
近日,笔者偶然发现不等式 

2

1 sin sin
a

B C
b c

 − ≥  + 
  

据这个不等式进一步用B-C法证明了 

2cos sin sin sin ( 1,2)
2 2
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B C i
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 − ≥ − = + 
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,则用 BOTTEMA软件易发现 
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)3( === fff . 

(a) 试给出以上结论的直接推理证明; 
(b) 对 5=t ,试确定 )(tf ; 
(c) 如果把 )(tf 看成一个数列,试确定这个数列的通项. 
经过探索发现,我们可以建立如下的 

定理 当 2≥t 时,在 ABC∆ 中有 
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下面给出这个定理的证明. 

[证明] 为了方便,我们记
2
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CB

x
A −

==δ ,则 10 ≤<< xδ .由阙浩涛老师在文[2]得到的相关

结果,我们不难得到 
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0)1(2)1()1(2)1()1(2)1( 222 ≥−−−⇔−≥−⇔−≥−⇐ ttttt xxtxxtxxt δδ  

022 2 ≥−+−⇔ ttxx t                                                      (1) 

令 )2,10(,22)( 2 ≥≤<−+−= txttxxth t ,则欲证不等式(1)只需证 0)( ≥th . 

0)1(222)( 21 ≤−=−=′ −− tt xtxtxtxxh  
即函数h 在区间 ]1,0( 上单调递减,从而 022)1()( =−+−=≥ tthth ,即不等式(1)得证,进而定理

获证. 
然而困难的是: 当 20 << t 时 )(tf 的表达式是什么呢? 

利用 BOTTEMA软件可以求得当
2
1

=t 时,可以求得使不等式 
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成立的k 的最佳值为方程 0960371754564016768256 2345 =−−−−+ kkkkk 位于区间 )
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上的根. 
我们希望看到这个问题的彻底解决. 
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10、两个涉及指数的非对称不等式猜想的证明 
西藏刘保乾先生在文[1]提出了如下的非对称不等式猜想: 

BF13  5
)(3

3
2

2 ≥










−
+






 +

tt

as
s

a
cb

( t为正整数) 

BF123  )()3(32 Ntrhr tt
a

t
a ∈≥+  

下面给出这两个非对称不等式猜想的证明. 
[证明] 事实上我们可以证明当 0≥t 时,上述两个非对称不等式猜想成立. 
    先证BF13. 
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     而由均值不等式易得: 

2222

)1(3
1

)1(3
1

)1(3
1

22)1(3
1

3
2

2

ttt
tt

t
t

u
u

u
u

u
uuu

u
uu









−

+
+








−

+
+








−

+
+






+






=








−
+

+







 



不等式研究通讯 2003.5 （总第 39 期） 

 51 

5

2
3

2
3

2
5

2
3

2

)1(312

)1(
5

)1(3
1

2
5

t
t

t

u

uu
u
uu

















−

+
=








−

+






≥                       (3) 

因为 0,1 ≥> tu ,所以欲证不等式(3)只需证 
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所以 f 在区间 ),1( +∞ 上严格单调递增,所以当 1>u 时 08)1()( >=> fuf ,即不等式(4)获证,从而

BF13获证. 
    再证BF123. 

3
3
2

2
)(3

3
3

2
3

)3(32 ≥





+








−

⇔≥





+






⇔≥+

ttt
a

t
att

a
t

a a
s

as
s

r
h

r
r

rhr  

3
33

1
2

)1(3

1
32

)(3
≥






 +

++


















−
+

+
+

⇔≥





 ++

+







−+
++

⇔
t

t

tt

a
cb

a
cb

a
cb

a
cba

acb
acb

   (5) 

令 u
a

cb
=

+
,则 1>u ,从而不等式(5) 3

3
1

2
)1(3

1
≥






 +

+







−
+

⇔
tt

u
u
u

            (6) 

而由均值不等式易得: 
ttttt

uu
u
uu

u
u







 +

+





 +

+







−
+

=





 +

+







−
+

3
1

3
1

)1(3
1

3
1

2
)1(3

1

33

3

2

)1(27
)1(

3
3

1
)1(3

1
3

t
tt

u
uu

u
u









−

+
=






 +









−
+

≥  

因此,所以欲证不等式(6)只需证 
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上式显然成立,从而BF123获证. 
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近期网上论坛热点 
 
   近期网上讨论日趋活跃,现将有关情况收集整理,供大家（尤其是还没有上网的同仁）参考.本文由刘
保乾编辑整理,但很多材料其实是石焕南教师及时收集的(感谢石老师及时收藏有关留言,否则这些珍珠很
可能会成为记忆以外的东西) 

（一） 
杨路教师2003年9月 21日在论坛讲了一段话,现摘录如下:  

 不等式的本质是“实代数几何”,而不仅是倒腾“几何-算术平均不等式”一类的工具. 希尔倍特(Hilbert)
提出的23个问题之一是: 任何一个正定的多元多项式都可以表成若干有理分式的平方和(这一猜想已被证
明).但一般说来还未见有效的算法. 这就是说,一个正定的多元多项式不一定可以表成多项式的平方和,所
以普通的“配方法”不是万能的.  

  过去有人向我提过一个问题: 多项式  + x2 y2 ( ) +  − x2 y2 1 1 能否表成实系数多项式的平方和? 
要么表示出来,要么证明不能表. 这个问题难度怎么样? 大家不妨试试. 这显然是一个正定的多项式.  
  或者,谁愿意举出任何一个这样的多项式,它是正定的,但却不能表成多项式的平方和?  
  针对此,浙江的吴裕东先生给出了一个分拆式: 

222242242222 2311)1( yxyxyxyxyxyx +−++=+−+  

22223 423 2423 4223 243 423 24 2]1)())[(1( yxyxyxyxyxyxyxyx +−−−++++=  

2223 4223 2423 423 243 423 24 2])1()1())[(1(
2
1

yxyxyxyxyxyxyx +−+−+−++=  

])1()1()[()]1(
2

1
[ 23 4223 2423 423 2423 423 24 −+−+−++= yxyxyxyxyxyx 222 yx+  

23 423 243 423 24 )])(1(
2

1[ yxyxyxyx −++= 23 243 423 24 )]1)(1(
2

1[ −+++ yxyxyx  

223 423 423 24 )2()]1)(1(
2

1
[ xyyxyxyx +−++  

但杨路老师认为吴裕东先生的解答虽然“很有技巧,但不大合要求.因为把它表成了根式的平方和,而要
求是表成多项式的平方和”.  

与此同时,西藏刘保乾根据杨路老师的问题,提供了他曾得到的一个恒等式: 

 =  −  + s2 16 R r 5 r2  + 
1
4

( ) −  − 3 a b c 2 ( ) − b c 2

a2 r2 





 − 

 + b c
a

2
2

 

杨路老师根据这个恒等式发现了下面的多项式 : 
 = f  −  −  −  +  −  +  −  −  + x6 x4 y2 x4 z2 x2 y4 3 x2 y2 z2 x2 z4 y6 y4 z2 y2 z4 z6

 
可以表成四个有理分式的平方和:  

 = f  +  +  + r12 r2 2 r32 r4 2
 

其中 :
 

 = r1
x ( ) +  − y2 z2 x2 ( ) − y2 z2

 + y2 z2
,

 = r2
y ( ) +  − y2 z2 x2 ( ) − y2 z2

 + y2 z2
,
 

 = r3
z ( ) +  − y2 z2 x2 ( ) − y2 z2

 + y2 z2
,

 = r4
x y z ( ) −  − 2 x2 y2 z2

 + y2 z2
.
 

杨路老师说:但仍不知 f 是否可以表成多项式的平方和？ 

姚勇发现,  + x2 y2 ( ) +  − x2 y2 1 1 可拆分为: 
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 =  + x2 y2 ( ) +  − x2 y2 1 1  +  +  + r12 r2 2 r32 r4 2
 

 = r1
 +  − x3 y2 x3 y x

 + x2 1 ,
 = r2

 −  − y2 x2 x4 y 1
 + x2 1 ,

 

 = r3
 −  − y2 x2 3 x y x2

 + x2 1 ,
 = r4

 +  − 3 x2 y x y2 x
 + x2 1 .

 

并且说不能表示为多项式的平方和. 
因为这个讨论刚开始不久,以上讨论尚不能反映问题的全貌,我们期待着下文. 
 

（二） 
  近期讨论的另一个热点仍是几何凸函数――这个一开始引起争议后来似乎被大家认可又引起争议的热
门研究话题,仅从它的受争议和受关心程度来看,这也是很少有的现象.我们以现有的论坛贴子（部分）,来
真实地反映争论的焦点以及争论的程度.我们以为,这些资料是珍贵的,不亚于一篇有价值的论文. 

☆我认为,除了正三角形之外,三角形的最大内切椭圆不是内切圆,而是经过该三角形三边中点又在三
中点处与三边相切的那个椭圆.这椭圆的中心是该三角形的重心. 换句话说:如果一个仿射变换把这个三角
形变成正三角形,则其最大内切椭圆即随之变为正三角形的内切圆. - 杨 路 : 2003-09-03 05:54PM 

☆没有价值,但有方法论的意义.因为凸函数有什么性质,几何凸函数一定有一个类似的性质,它们之间
存在一种同构关系.另外,你的那篇凸文章中的函数说法有误,"f(x)"是函数值,"f"才是函数.萧: 
2003-05-31 01:42PM 

☆我认为,例如所有的上凸函数对于加法是交换半群,而非群,如果把所有的上凸函数和下凸函数作为
集合,显然对于任意的定义域可以构造一上凸函数和下凸函数,其和函数既非上凸也非下凸,所以您所说的
凸函数一定不是群,因此凸函数与几何凸函数之间根本不存在同态,更不存在同构.所以研究几何凸函数可
能仍然有价值！？请您批评指正！留言人:   yang_dinghua 2003-05-31 05:37PM 

☆我说"没有价值"可能太武断."同构"也只是借用的一个概念,不是群意义下的同构,有如等差数列和
等比数列一样,除了后者的求和性质外,它们其余的性质都是类似的,将前者的性质中加法和乘法分别改为
乘法和乘方,就成为后者的性质."凸函数"和"几何凸函数"也一样,如,凸函数有一个和控制不等式,几何凸
函数就有一个积控制不等式.因此,我的意思是研究单个几何凸函数的性质没有意义.但研究若干几何凸函
数的和的性质,则还是有意义的.不知答复是否清楚. 萧振纲: 123lbq123 2003-05-31 08:23PM 

☆振刚老师:您好！恐怕我还是不赞成您的观点,用等差数列和等比数列的关系来比喻"凸函数"和"几何
凸函数"的关系是不妥的,对等比数列每一项取对数即成为等差数列,而对 "几何凸函数"取对数许多老师都
认为得到"凸函数",这是一个显然的大错误！不可否认"凸函数"和"几何凸函数"有很多类似之处,但也有许
多不同之处.试举两例（已发E-mail请保乾老师挂在论文选读上）,以显示"凸函数"和"几何凸函数"的差别
和"几何凸函数"的威力！杨定华2003-06-01 02:06AM 
    ☆我认为几何凸函数在方法论绝对有用,在性质上,在对应的前提下,可能会多一二个性质,我的第二篇
关于几何凸的文章已开始动笔,当然要看各位老师专家的意见,是否有必要写第三篇.现在不争论这一
些.zjzxm888 2003-06-01 05:29AM 

☆定华: 你好！我看到,你最近对几何凸函数有兴趣,我观点是:几何凸函数与凸函数之间存在同构关系,
也就是说所有关于凸函数的性质可移植到几何凸函数,但这并不否定它的研究价值,因为函数有许多性质在
凸函数中不容易表现出来（隐藏）,或者表现得不彻底,但在几何凸函数中却能够充分展现给我们,使我们可
挖掘出更多有用的东西. 
    另外,我认为几何凸函数与凸函数类比等比数列与等差数列也是可以接受的.等比数列与等差数列在研
究数列中各自发挥其作用,它们都有存在的价值！ 以上是我的一点拙见,不当之处盼你指正！吴善
和,2003,6,1 

☆善和老师:也许您根本没有仔细看过我和萧老师的讨论,您指的同构关系,是数学上的,还是您借用的
一个概念？如果是数学上的,我们必须按概念“办事”:凸函数对于加法最多是交换半群,因此根本不存在同
态,更不存在同构！当然如果是您借用的一个概念,您必须给出它的严格定义,并证明几何凸函数与凸函数之
间存在“同构关系”（您定义的同构）,此外还必须证明:存在“同构关系”两个‘集合’具有相似的性质,
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也就是要证明:存在“同构关系”两个‘集合’,一个‘集合’具有的性质可移植到另外一个‘集合’中.
这才是我们应该作的工作,而不是我们想当然的认为这个‘集合’具有的性质那个‘集合’就具有！固然直
觉对数学的发展是非常重要的,但是数学最需要的是严格的推理.学术讨论归学术讨论,友谊是友谊.杨定华: 
2003-06-01 08:29PM 

☆用等差数列和等比数列的关系来比喻"凸函数"和"几何凸函数"的关系是不妥的!!在复数范围内,等
差数列和等比数列之间是一个指数 映射！！大家一定要重视代数的重要性！类似的问题,我将不会再参加
讨论.杨定华: 2003-06-01 08:48PM 

☆小明老师:关于几何凸函数的问题没有必要再争论下去,每个人都有自己的价值观,每个人每天都在
做自己认为有价值的事情.我们应该多讨论一些数学问题,少争论没多少价值的"价值"问题.不过,几何凸函
数绝对是方法论的一个典型题材.萧振纲:2003-06-01 09:39PM 

☆作学问,尤其作数学,我们不要想当然的认为这个是什么,那个就是什么！固然直觉对数学的发展是非
常重要的,但是数学最需要的是严格的推理.我们小组虽然研究不等式,但我们千万不要忽视代数、分析、代
数拓扑,微分拓扑、微分几何等知识,至少要有一定的了解！这些方向毕竟是现代数学的主流！学术讨论归
学术讨论,友谊是友谊.杨定华: 留言人:  yang_dinghua 2003-06-02 01:54PM 

☆完全同意萧老师的意见！是的,我们看到正的等比数列,不能总是取对数化为等差数列,累不累？况且
凸函数与几何凸函数互换之间,要换指数又换对数,自变量全要换,更累！因为我们一直没有主动去换,以致
有可能已经漏掉许多不等式.对于有些（我讲的是有些）不等式,现在已经发现这条近路,应该要走下去,不
能仍用老远路. 张小明: 2003-06-03 01:18PM 

☆杨定华先生的魅力一文中的例1可用张小明文中的定理3得到,因而还是可以由凸函数的Jensen不
等式得到.其实,凸函数与几何凸函数很难说那个重要,那个不重要,只是凸函数已捷足先登而已.有些不等
式用凸函数容易,有些不等式用几何凸函数简单,如"魅力"一文中的例2.所以,窃以为研究几何凸函数应主
要发掘其应用,研究其不能与凸函数对应的性质.萧振纲: 2003-06-03 12:46PM 

☆你的文57,我也看了,虽然加强了,但是用几何凹函数的知识,结果更强！并且证明用的是控制,才二
三步！所以我认为大家必须懂得几何凹凸性！有时一个函数既是凸函数,又是几何凸函数,用了凸函数的性
质,得到了一个不等式就认为完成了,可有时再用几何凸函数,结果为更强.在适当时,我将出几何凸函数的
综合文,出钱正式发表它,但是我还要讨教匡教授,国外有否类似概念？？！！张小明 2003-06-14 07:55AM 

☆我再次要求在《方法与评论》栏中,开辟一栏专放几何凸函数的文章,我有三文在起草中,一文为《一
些已知不等式的统一证明》《介绍几个新建的解析不等式（3）》《关于几何凸函数的几点说明》. 张小明: 
zjzxm888 2003-06-14 11:16AM 

☆吴老师:祝贺你完成了系列文章.我的文章其实也是系列.（1）关于对数凸函数,国外已有在一维上的
判别法,涉及的例题可以是N个参数.你文不知涉及这方面内容？（2）设法推广到N维,与控制不等式相联
系；以前的几何凸函数文章使用范围狭窄,正是这个道理,而且所发杂志级别就高不了；当然不包括杨定华
的文章,杨的文章与以前中学刊物文章相比,有二个特点,（a）例题好,（b）有了N维的定义（无N维的判
别法）,所以他的文能在河北大学学报上发.我现在在理论完善几何凸函数,无较大工
作.zjzxm8882003-06-28 05:21AM 
    ☆你们在开辟另一战场吗？嗨,看着看着战役就扩大啦！要自信,不管别人是否授勋,你们都会成为主
宰一方的将军.在战场上是平等的,打了胜仗才算英雄.英雄不用推选！ 朱可夫就是英雄,但从他的出身看,
并没有多少当英雄的优势和理由.更不要孤独,朝下看看,检阅已经开始啦,一双双眼睛在注视着...不要愧
对这种气势！留言人: zgbdsyjxz 2003-06-28 09:38AM 

☆今天下午5点半,我有幸和杨路老师通了10多分钟电话,杨老师谈了对小组及小组网站的一些看法,
现凭回忆整理于此,供大家参考.曲解和记得不对之处,请杨路老师指正.刘保乾 
    下面是杨老师在电话中谈到的内容:不等式研究小组（网站）比过去发展快了,短短时间进步很大.过去
主要是做三角形,三角形应用方面很有限,不能全做这个.现在几何凸函数讨论的很热烈,几何凸函数到底是
谁先提出的？不仅要和国际人物接轨,还要跟国际学术带头人一样,起到领导作用（刘保乾注:大概意思是说
吸纳到我们的旗帜下）.就我看的一些资料,杨定华在这方面做的很好嘛,张小明也不借.我记得网上有人挂
了一篇外文文章,其中...就是几何凸函数（刘保乾注:恕本人学识浅显,不能将有关...表述出来）,但到底
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几何凸函数是谁先提出来的（刘保乾当时插了一句:张小明正在写综述）.以上是通话的主要内容. 留言人:  
7105775606 2003-07-09 09:31PM 

☆关于几何凸函数:（1）我在石焕南老师和杨志明老师的帮助下,我这里查到是《中学数学（湖北）1998
年第4期上的定义,但此文谈几个不同凸函数,几何凸函数是其中一个,只涉及一维几何凸函数的各个定义
之间的等价问题,无应用.而后的几篇发表在中学有关数学杂志的上,内容也在谈几个不同凸函数,一维几何
凸函数的各个定义之间的等价问题.（2）第一个谈几何凸函数与控制相联系的应是杨定华,他也给出N维几
何凸函数的定义,他的例子也比较好.但他一直很想知道微分判别法,但没有成功.（3）第四届初数会上的于
小平,也研究了不同的凸函数定义,第一个给出了微分判别法,其中一个是现在几何凸函数的判别法,（笔者
在不知情前提下,也得到了）.于小平猜测判别法用处很大,但后无结果.(4)笔者主要研究几何凸函数的性
质,A:如相加是什么？相乘是什么？B:N维几何凸函数的应用例子,用简单的方法证明算术平均数,不小于
几何平均数等等,也简证近十个已知的不等式,C:给出SCHUR—几何凸函数的定义及判别法,利用此法,发现
二十几个笔者认为漂亮的不等式（不谈实用）. 
（5）不同的凸函数的定义很多,常见的是对数凸函数,F里面是相加的,外面是相乘时的一个不等式.上次张
志华老师在网上挂了一外国人（好象是英国人）的一文,其里面相乘,外面相加,有微分判别,不涉及N维,
但能处理N个娈量.他的定理用几何凸函数理论相验的话,条件可以不一样,互相不包含.（6）几何凸函数是
F里面相乘,F外面也是相乘的不等式,他与常规凸函数有一样相互转换的公式（几乎所有的凸函数都有这种
转换）,在以前的文献里,已查有三人在不同的证明转换过,笔者身在县城,原专业也是特殊方程,学识浅,资
料少,今有杨路教授关心几何凸函数研究,非常激动.是的如果我们不与国际接轨,那是井底之蛙,为了交流,
写下这些,希专家一起了解几何凸函数的来历史. 
国外是否有几何凸函数的定义和理论.希各专家提供信息,大家一起了解几何凸函数的历史.另:由于本人对
两个向量的相互控制的技巧不熟,所以我认为还有许多漂亮的不等式还没有发现.张小明:留言人:  
zjzxm888 2003-07-09 10:11PM 

☆我在不等式研究通讯专辑上看到了张小明先生关于几何凸函数的研究报告 该专辑对几何凸函数的
论证是别有见解,然我认为这个没有必要引入几  
何凸函数的概念,因为f(x)是几何凸函数的充要条件是lnf(expx)是凸函 数.文家金: 2003-09-21 09:52PM  

☆文兄:你好！谢谢您关注几何凸函数的研究.我有以下几点观念. （1）引不引进几何凸函数这个概念,
是个小问题.“布什”也是简称罢了,如果用全称,不觉得很累.再说也有“对数凸函数”这个概念,更应用“几
何凸函数”概念.其实也不过一层纸,我们要捅破它,使人们走近路. （2）关键是看能不能解决问题？我在
GAMMA函数得到了新的几个不等式. （3）由于积分定义不能平推.在积分领域内更有价值,可惜我智力已经
跟不上了,大家不妨多关注几何凸函数的积分不等式. zjzxm888: 2003-09-22 06:09AM  

☆我认为展开几何凸函数的研究很有必要,它为我们进行不等式研究导入了新的思维视角.不仅仅积分
不等式不能平推,最近我发现一些普通的函数不等式也不能平推. 李世杰: 2003-09-22 07:57AM 

☆几何凹函数的积分的上下界（hadamard 型),至今还不清,我得到了一个弱下界,虽不满意,但没有好
结果. 圆是为几何凸集的充要条件是什么？这些都看起来简单,研究起来却难.zjzxm888: 2003-09-22 
11:44AM 

☆有时我们不能小看平推,正数列与等差数列不就是平推一下吗（不是我说的）？再说有向线段平推一
下,不仅仅是二条有向线段,而是一个平行四边形了,对角线等概念也相应出来了. 小明: 2003-09-22 
11:49AM  

☆既然几何凸函数与凸函数是两个等价概念,因而几何凸函数的所有性质均可由凸函数的性质导出.故
研究凸函数的性质更有意义,因为其形式很简明.近期我们在研究凸函数中获得了一个优秀结果.  文家金: 
2003-09-22 09:53PM 

☆研究几何凸函数是为了获得数学研究的一个新的平台,它与凸函数不同的地方,我认为凸函数是定义
在“和”的系统中的,而几何凸函数是属于“积”性系统的,尽管定义等价,但优美的结论却各呈风采,并不
完全相似. 如果因为等价就不研究,会失去很多.就象连续的凸函数,它实际上与二阶导数的正与负等价.李
世杰: 2003-09-23 11:22AM  

☆从某种角度上看,几何凸函数将比凸函数更精彩！ (1)几何凸加几何凸为几何凸,几何凸乘几何凸为
几何凸.这二个性质决定了几何凸函数比凸函数使用范围更广！！ (2)理论有不能平推的地方.具体使用更不



不等式研究通讯 2003.5 （总第 39 期） 

 56 

能平推,否则会出现很多怪物！ （3）从美学角度来看,两者都美.凸函数全是加,几何凸函数全是乘.zjzxm888: 
2003-09-23 11:47AM 

☆不赞成文兄这二句话:（1）因而几何凸函数的所有性质均可由凸函数的性质导出.（2）凸函数更简
明.（a)几何凸函数积分的性质,如何由凸函数推得？  
（b)在几何凸函数理论出来之前,以前怎么推得那些漂亮的不等式. （c)凸函数的定义与几何凸函数的定义
同样简明.这个一看就明白.7106428882: 2003-09-23 11:54AM  

☆我现在的看法:不可否认几何凸函数的许多理论（不是全部）是由凸函数平推过来,1 是为了方便,2
这是历史造成的,谁让凸函数先深入人心呢？ 但在使用方面,特别是发现新的不等式和已知函数新的特性
方面,几何凸函数有可能独挡一面,这个现在有许多例子了.如: 二个星期之前我发现一本不等式名著中的
L函数是凹函数,又是几何凸函数,这样我把它的结果加强了.7106428882: 2003-09-23 12:14PM 

☆我们说的几何凸函数与凸函数是两个等价的概念,并不意味着研究几何凸函数是无意义的,只是不宜
加这个新概念.我认为称之为凸函数的应用比较妥当,请同行们参看数学通报1993年第 8期“可微凸函数的
又一特征”一文,凸函数里面就包含了所谓几何凸函数.文家金: 2003-09-25 11:53PM 

☆我以为文的看法:“既然几何凸函数与凸函数是两个等价概念,因而几何凸函数的所有性质均可由凸
函数的性质导出.故研究凸函数的性质更有意义,因为其形式很简明.近期我们在研究凸函数中获得了一个
优秀结果”.是错误的,数学上的任何一个定理都是与某几条公里等价！8106429582: 2003-09-23 01:47PM 

☆文家金对几何凸函数的一些看法,是许多人曾有的,许多人现在还有的.也许我、李世杰和杨定华对自
已的东西有偏爱,一叶障目,欢迎象文先生这样的专家对我们提一些意见,也许使我们更清醒,少走弯路.我
佩服二个人,到底我佩服正确不正确,我现在还不知.如果几何凸函数理论能对不等式研究有帮助的话,我会
若干年后,说出这二个人名字；如果几何凸函数在不等式中站不住脚,那么其它领域也不可能有地位,那么我
佩服得不道理了.7106428882:2003-09-23 12:02PM, 

☆就目前来看,每个系统都是几条公理推导的,例如,整个不等式系统都是实代数几何的“附件”,那为
什么还要发展很多理论去研究了？请文家金老师三思！yang_dinghua: 2003-09-23 01:43PM 

☆对于一般函数来说,利用凸函数的性质,只能得到一个不等式；但再利用几何凸性,就有二个不等式,
谁强谁弱？还不定.您说,何乐而不为呢？ 张小明: zjzxm888 
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